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Introduction

Ce mémoire est la synthése de mes travaux réalisés depuis la fin de ma théserebrd 2003. |l traite de
la mécanique des fluides du point de vue mathématique, et plus particuliécummint de vue des équations
aux dérivées partielles. Plusieurs aspects y sont décrits : celui duocmmgnt des fluides dans des domaines
de faible épaisseur ainsi que celui du comportement de fluides dits compRine précisément, ce mémoire
est composé des chapitres suivants :

- Introduction-
Dans cette premiére partie, je présente de maniére assez générale ressdingions utilisées par la suite
(équations usuelles, notations, principaux résultats connus...). Cetteuctiosdest commune a tous les cha-
pitres et permet d’avoir un apercu rapide des domaines qui sont g@ésipar la suite.
Dans un deuxiéme temps, je présente les divers travaux que j'ai eBeotgécing derniéres années. Ces
travaux sont classés par “thémes” :

Chapitre 1 Fluides visco-élastiques et films mineces
Ce chapitre regroupe plusieurs de mes travaux effectués en collabhaetio Guy Bayada, Bérénice Grec et
Sébastien Martin. |l traite de fagon générale du comportement des flugtesélastiques de type Oldroyd
dans le cadre de la lubrification. On y démontre en particulier des résultatiqines sur le comportement
de ces fluides lorsque I'épaisseur du domaine devient petite, ainsi guésidtats numériques permettant de
valider le modele limite.

Chapitre 2 Modeles micro-macros, équation de Fokker-Planck et films minces
Pour des fluides non newtoniens dont la rhéologie est plus complexelipidécrite par le modéle d’Oldroyd,
la question du comportement des écoulements dans des domaines de fadsieug@aété jusqu’a présent trés
peu étudiée. Dans les articles correspondant a ce chapitre, je me smsedesnent intéressé au devenir de
telles rhéologies (comme celle du modéle FENE) dans des domaines mincest@kitsm@ naturellement
conduit a proposer de nouveaux résultats au sujet de I'équation #erF@lkanck stationnaire.

Chapitre 3 Phénomenes de rugosité dans des films minces
Contrairement au chapitre précédent, I'historique sur les problémegydsitél dans des domaines minces
est assez riche. Les travaux présenteés ici, résultats de collaborataaBidier Bresch, Catherine Choquet,
Thierry Colin, Marguerite Gisclon et Sébastien Martin, complétent desuxad@a connus. Plus exactement,
ils s'intéressent au cas de domaines minces (d'épaisj@irugueux (de taille de rugosité$) et montrent
gue selon le point de vue adopté on peut voir ces rugosités comme undatotuou bien comme un effet a
I'ordre principal.

Chapitre 4 4nfluence de la topographie sur les modéles de Saint Venant
En collaboration avec Marc Boutounet, Pascal Noble et Jean-Paulddilavons obtenu de facon rigoureuse
des équations de Saint Venant dans des domaines a fond non platoclagsuit principalement les idées
développées par Jean-Paul Vila lors de la mise en place d’'un schéma téuatifbtenir des développements
a tout ordre au voisinage d’'un écoulement uniforme sur un plan inclings Maiguerons dans ce chapitre les
ingrédients essentiels a la construction de ce schéma et verrons comnzesii @dapter la méthode au cas
d’'un fond non plat. Les modéles obtenus permettent de facilement voir #mdkide |la topographie sur les
modeéles classiques, en particulier si la courbure du fond est petite oeshedls.
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Chapitre 5 -Singularités dans les écoulements minces de fluides de type Bingham
Ce chapitre, résumé d’'un article réalisé avec Liviu lulian Palade, esacofa des écoulements non newto-
niens entre deux plaques paralléles proches. Nous nous sommes @#&ees configurations ou le fluide
rencontre une singularité. Selon le modéle de fluide non newtonien (papkx@uide quasi-newtonien, ou
fluide a seuil de type Bingham) on décrit le profil de pression au voisidade singularité en fonction de
I'angle de cette singularité.

Chapitre 6 £coulement diphasiques et films minees
Dans le cadre de la these de Bérénice Grec que jai co-encadré ayeBdyada, nous avons proposé et
étudié un modeéle de mélange de deux fluides dans un domaine de faible @pdissse basant sur les
modeéles d'interface diffuse de type Cahn-Hilliard, nous avons montrésgue des hypothéses raisonnables,
le modele proposé était bien posé. Une étude numérique de ce modele éé@ussnée, illustrant ainsi le
phénoméne de cavitation.

Chapitre 7 1’équation de Reynolds compressible
L'équation de Reynolds pour des fluides incompressibles est une égahtenue rigoureusement a partir des
équations de Navier-Stokes lorsque I'épaisseur du domaine tenl sésultat théorique est justifié depuis
plus de vingt ans. Pour ce qui est du cas des fluides compressihissggelques travaux montrent que pour
des gaz parfaits la justification des équations de Reynolds compressiblecest valide. Nous avons, avec
Rémy Sart, montré que pour des gaz non nécessairement parfaits, pettaraption était aussi justifiée. Ce
travail a aussi permis d’obtenir de nouveaux résultats concernargtéaxe de solutions stationnaires pour
les équations de Navier-Stokes compressible.

A - Hydrodynamique : les équations de Navier-Stokes

Les équations de bilan décrivant le mouvement d’un fluide dans un dodirespace forment un ensemble
de trois lois de conservation. Dans tous les travaux présentés dans ceené&a@coulements sont supposés
isothermes et sans échange de chaleur avec le milieu extérieur. Ainsi legiéoisous considéreront sont
uniguement celle de conservation de la masse et celle de conservatiorudati®gédgde mouvement.

e Conservation de la masse Si p(t, x) désigne la densité (ou masse volumique) d’'un fluide(etx) sa
vitesse a l'instant € R*, et en position spati%&x € Q alors la loi de conservation de la masse se traduit par
la relation suivante (voir par exemple [BFO06]) :

Oip + div(pu) = 0. (1)

e Conservation de la quantité de mouvement €ette loi de conservation est directement issue du prin-
cipe fondamental de la mécanique de Newton. Elle s’écrit (Ia aussi ongpoamsulter [BF06])

Oi(pu) + div(pu ® u) — div(o) = pf, (2)

ol o est le tenseur des contraintes de I'écoulement étreprésente I'ensemble des forces extérieures subies
par I'écoulement. Pour fermer un tel systéme, il faut par conséqueloinser le tenseur des contraintes et les
forces extérieures. Ces derniéres dépendent du contexte prédismmétudie et sont généralement définies
de maniere explicite. Ainsi lorsque I'on veut prendre en compte des piémes de gravité on utilisera une
force extérieure de la forme = (0, —g) (voir par exemple la référence [8] ou le chapitre 4) et lorsque des
forces de frottement ne sont pas négligeables, on y ajoutera un termgedu-ty—ry|u|u (voir par exemple

la référence [20] ou le chapitre 7 de ce mémoire). Quant au tenseuoulgsintess, il est directement lié a

'Dans de nombreux chapitres de ce mémoire, par soucis de simplicitésidgats seront énoncés dans le cas de la dimefision
d’espace. L'ensembl@ est donc ici un ouvert d&?. Ces mémes résultats sont généralement valides en diménd®sont d’ailleurs
énonceés et démontrés dans les articles cités dans un cadre général.
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la nature du fluide. Afin de faire apparaitre la contribution de la contraintegs ainsi que les contributions
visqueuses, on écrit généralemensous la forme

o = (Adivu — p)Id + 2nsD(u) + 7. (3)

Plus précisément, cette relation fait intervenir la pression hydrostatigeteles coefficients de viscosibé
etn; (coefficients dits de Lamé) qui peuvent éventuellement dépendre deddéje Le terme additifr est
appelé I'extra-contrainte.

e Cas des fluides visqueux : les équations de Navier-Stokeg\-partir de ces équations générales il
existe une hiérarchie de modeles allant du plus “simple” (le terme simple signijeede modele comporte
peu de terme) au plus “complexe”. Ainsi, parle-t-on de fluide parfait lo¥dg contrainte vérifie = —pId,
et de fluide newtonien (ou fluide visqueux) lorsque I'extra-contratnést nulle. Pour les fluides newtoniens,
les équations du mouvement (2) s’écrivent

(4)

O(pu) + div(pu ® u) + Vp — div(2ns D(u)) — V(Adivu) = pf,
Orp + div(pu) = 0.

Ce systéme est fermé des qu’on se donne, outre les fonctions (s@ovetantes)); et A, une loi d’état,
c’est-a-dire des que I'on connait une relation entre pregsairdensité. Par exemple pour modéliser un gaz
on utilise fréquemment une relation du type- ap”, a et~ étant deux constantes. Le systéme (4) est ainsi un
systeme d’équations aux dérivées partielles ayant pour inconnegs

Les équations de Navier-Stokes compressible (4) sont au coeur dhastraalisés avec Rémy Sart, voir
la référence [20] ou le chapitré 7 de ce mémoire. On 'y montre en particubesqgus des hypothéses sur
les coefficients de Lamé, il existe une unique solution stationnaire au systgme (

Dans le cas ou le fluide newtonien est incompressible (lorsqu’il N’y a pa@dendance entre la dengitét
la pressiom) I'équation de conservation de la masse (1) est équivalente a la condigatiidcompressibilité
divu = 0. Dans ce cadre les équations régissant le mouvement s’écrivent

(5)

divu = 0.

{p(@tu+u-Vu)+Vp778Au:pf,

Contrairement au cas compressible, la relation d’état (la demsibé€ici une constante donnée) ne donne pas
d’'information sur la pression mais celle-ci est quand méme parfaitemeniriiééer par les équations (a une
constante additive prés). D’'un point de vue mathématique, la pressshun multiplicateur de Lagrange
associé a la contrainte d'incompressibilité div= 0.

¢ Fluides quasi-newtoniens et fluides a seuilAvant de décrire des fluides non newtoniens plus généraux
notons qu'il existe une classe de fluides “intermédiaires” appelée fluides-gewtoniens. Ce sont des fluides
pour lesquels la relation entre la contraiatet la déformationD(u) est explicite mais n’est plus simplement
linéaire comme c’est le cas pour les fluides newtoniens. Pour des fluideapnessibles, la contrainte est
alors de la former = —pId + 2f(¥)D(u) ou+ est le second invariant du tenseur des déformatiofs),
c’est-a-dire tel qué? = Tr(D(u)?). Selon la fonctionf, on obtient les modéles suivants :

Fluide newtonien . . . . . .. (&) = ns,

Loi de puissance . . . . ... () = AL,

Loi de Carreau-Yasuda . . .f(%) = 7o + (115 — 700) (1 + (A3)4) P~ V/a,
Fluide de Bingham . . . . .. f(y) = Y

comportement solide si = 0.
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Ainsi les équations régissant le mouvement d’un fluide incompressiblég@atonien sont

(6)

divu = 0.

{ p (Bu+u - Vu) + Vp — div(2f()D(u)) = pf,

Les résultats présentés au chapitre 5 (qui sont un résumé de l'artifjegb@ernent ces fluides. Lors-
gu'un tel fluide est confiné entre deux plaques paralléles et prochesdécrit le comportement de la
pression au voisinage d’une singularité du domaine.

B - Fluides non newtoniens : du microscopique au macroscopique

Le comportement mécanique de nombreux fluides est bien décrit par lanistitative d’un fluide incom-
pressible newtonien, et donc par les équations de Navier-Stokegfenpées ci-dessus. Néanmoins d’autres
fluides ont des comportements qui he sont pas pris en compte par de telles deisont souvent ces fluides
qui entrent en jeux dans l'industrie, la biologie... Parmi ces fluides notoméwns, on peut citer les solutions
de polymeéres dilués comme les peintures, les dentifrices ou les argiles.tLprsaici est de présenter un
modéle dit micro-macro (modele FENE) qui, bien que plus complexe que certaifies visco-élastiques, a
I'avantage d’'une part de montrer comment généraliser naturellement digdam@urement macroscopiques,
et d’'autre part d'avoir une meilleure compréhension physique de ofdesitermes de ces modeéles non new-
toniens.

B.1 Un modéle microscopique : le modele FENE

Le modéle FENE est un modéle dit “micro-macro”. Cette terminologie indique cptiple des effets micro-
scopiques et I'hydrodynamique “classique”. Décrivons en queltigess quels sont les ingrédients princi-
paux de cette dynamique microscopique.

e Mécanique du ressort -L'idée maitresse de ces modéles consiste a identifier chaque molécule d’'un
polymeére a un vecteu) appelé vecteur bout-a-bout (end-to-end en anglais). On assimile amsiolécule
a un ressort et on lui applique les lois classiques de la mécanique : étaréedone force élastiqug(Q),
la dynamique du ressort est donnée §2€Q + v0,Q = —E(Q), la constantey étant un coefficient d’amor-
tissement. Si on se place dans le cas ou I'échelle de temps microscopiqueaesoup plus grande que
I'échelle de temps macroscopique, le ter@i3g est négligeable et on obtient une simple équation de trans-
port pour le ressorty0;Q = —E(Q). Des termes de fluctuations thermodynamiques sous forme d’un bruit
blanc (mouvement brownien isotrope) sont généralement considéréces dynamiques microscopiques :
~dQ = —E(Q)dt + vk6dW,, ou W, est un processus de Wienérgest la constante de Boltzmannéet
la température. Le lemme d’intégration d’'ltd permet d'écriv@e équation équivalente sur la fonction de
distributiony (¢, Q) :

O = KOAQY + idivq(E(Q) ¥). @)

e Prise en compte de I'hnydrodynamique -Dans le domaine macroscopique, la trajectaife X) d’une
particule de fluide issue de la positidhau tempg = 0 est déterminée par le champ des vitesses du flwide
via I'équation différentielle ordinaire

Ox(t,X) = u(t,x(¢t,X)), x(0,X)=X.

2 Les opérateurs laplacien et divergence apparaissant dans ceitdaon sont des opérateurs de dérivation par rapport a la
variableQ, c’est pourquoi ils sont indicés p&. Comme dans tout ce mémoire, un opérateur sans indice fera tougdérsnce a
des dérivées spatiales (par rappox)adans les autre cas, comme ici, on précisera la variable.
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La matrice jacobienne de I'applicatign— X joue un réle essentielle dans la description d'un milieu continu.
On lui associe le tenseur des déforma@m’s{t,x(t, X)) = g—)’;(t, X). En dérivant cette relation, il vient

OF +u-VF =Vu-F. (8)
Pour comprendre le couplage micro-macro, on peut voir chague panmiadeoscopique comme un en-

semble de particules microscopiqu®s voir la figurel 1. En écrivant (¢, X, Q) = (¢, x(t,X), Fq) ol q
correspond a la direction lagrangienne, on obtient (en utilisant la rel@)pn (

%wzathru-var(Vu-Q)-VQv

Ainsi, la relation cinétique (7) devient (en utilisant la condition d'incomprekigilaliv u = 0)

0 + -V = —divg((Va- Q) + k0Aqu + ~ dvg(B(Q) ). (©)

Le chapitre 2 de ce mémoire est consacré a cette équation. Plusieurssémiltzettent de comprendre
la structure de ce modeéle et en particulier d'assurer I'existence et I'udicité distributiorw) dés qu’on
se donne un champ de viteassuffisamment régulier.

= £
—_— . N
I ~ ) \,'IF N %
Ecoulement —= ¢ ° q o e
c ~ .
1 O
R

- B - <
DomalnerIUJde .
|

FiG. 1: Sur la gauche, le domaine physique d’'un écoulement d’une solutipalg®eéres dilués. D’'un point
de vue microscopique, les chaines de polymeére sont identifiées a dawmesysié ressorts indépendants.
L'orientation et la longueur de chaque polymére sont décrites par @it distribuée dans une boule dont
le rayon représente I'élongation maximale du ressort. Sur la droite, lesucsel@respondent aux différentes
probabilités pour que le ressort soit dans une position donnée. Suuie, fan a représenté le ressort qui a la
plus grande probabilité d’'exister (il en est de méme pour son symétriquepaort a I'origine de la boule).

e Contribution des polymeéres au tenseur des contraintes ©n dispose maintenant d’'un modéle décrivant
I'évolution d’'un polymére dans un champ de vitessePour pouvoir obtenir de facon compléte I'équation
de conservation de la quantité de mouvement, il faut évaluer la contribtitites polyméres au tenseur des
contrainteso. En utilisant le fait que le tenseur des contraintes testé contre un veci&iram fournit la

0% . De méme, le gradient de vitesse est le
0X;

3 La convention choisie ici pour l'indicage de ce tenseur est la suiva{ng%}

tenseur de composanf€u],; = 2:2
j

ij




8 Introduction

force qui s’exerce sur I'élément de surface de norntglen montre quer s’exprime de la fagon suivante

(voir [BHAC77]) :
Tz/fmn®QwQMwa</waQ)m. (10)

Reste enfin a choisir I'expression de la foleeBien entendu ce choix est essentiel dans la physigue puisque
c’est cette force qui est a la base de la modélisation. La dénomination HENEe (Extensible Nonlinear
Elasticity) provient justement de ce choix. Le modéle FENE est un modele oédssrts ont une longueur
d’extension finie. Pour ce modeéle, la forBeest de la forme

HQ
E(Q)ZI—S;’

ou H est une constante d’élasticité et @g correspond a la longueur maximale d’élongation des ressorts.
Dans ce cas, le domaine de définition de la foncHogst la bouleB de centre) et de rayor). L'équation|((9)

est donc posée pout, x, Q) € RS x Q x B et les intégrales définissant la contraintdans la relation (10)
sont des intégrales siit.

En toutes généralités, les équations régissant I'écoulement sont aloréedopar le couplage des équa-

tions (1), (2),1(3)./(9) et (10).

B.2 Un modéle macroscopique : le modéle d’Oldroyd

¢ Cloture du systeme Bien entendu, il existe d'autres choix pour la force élastiBugie celle proposée
pour le modéle FENE. Le cas le plus simple est celui d'une force linéairef¢dite hookéenne) :

E(Q) = HQ, B=R.

Un des gros avantages de ce choix est que I'on peut obtenir, a pat#gdation (9) sur), une équation
sur (via la relation (10)). Autrement dit, le modéle initialement micro-macro peut serigegécomme on
va I'expliquer par la suite, en un systeme purement macroscopique,aetist-ne faisant plus intervenir
l'inconnue microscopique : on obtient le modéle d’'Oldroyd.

On notera qu'’il existe encore d’autres choix possibles de fdicesrmettant d’obtenir un modéle macrosco-
pique (on obtient ainsi les modéles FENE-P, FENE-L, FENE-LS voir pamgle [GKL99]). Toutefois, dans
le cas du modeéle FENE, il n’est pas possible d’en déduire un modéle puireraeroscopique.

e Le cas hookéen Placons nous donc dans le casiQ) = HQ et B = R2. Pour obtenir I'équation
sur la contrainter a partir de I'équation sup, on multiplie I'équation scalaire (9) par le tens€dr Q, puis
on integre sui3. Si on note provisoiremem = [, Q ® Q1 (Q) dQ alors on en déduit la relation suivante
sur le tenseuA :

2H
A +u-VA =2kfpIld — —A +Vu-A+ A - (Vu)l,
Y

ou la quantité est définie pap = [ 1(Q) dQ. D’apreés I'expression de la contraintgvoir la relation (10))
on en déduit que

KT +u-Vr—Vu-1—7-(Vu) + 257- = 2k6Ovo D(u).

Historiguement, ce modéle d'Oldroyd a été obtenu par des considératiolesrteta différentes (plus exac-
tement en faisant une analogie avec des systemes masses/ressorssopagues, voir [11] ou [Old50]).
L'approche initiale faisant intervenir la notion de dérivée convectée, eteal’Oldroyd s’écrit plus généra-
lement en faisant intervenir un coefficient supplémentaiee[—1, 1] sous la forme :

AT 4+u-V7+ 9,(Vu, 1)) + 7 = 2n5rD(u),

)T.T)il—i-a (11)

—a (Vu-T+T-(Vu)T).

N 1
ou g,(Vu,7)=

(1-Vu-—(Vu
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Une partie de ma thése [11] a été consacrée a I'étude (théorique et nue)élécce type de fluide visco-
élastique. Dans le cadre des domaines de faible épaisseur, une étutite@stprésentée au chapitre 1.
On y démontre en particulier que lorsque I'épaisseur du domaine tend)\&@ass les équations de
Navier-Stokes| (5) couplées a celle d’Oldroyd |(11) convergent wersystéeme d’équations bien posé.
Par ailleurs, une étude théorique et numérique du systeme limite a été réaisg 6t résumée dans
le chapitre 1 de ce mémoire).

C - Fluides non homogenes : le modéle de Cahn-Hilliard

Il existe de tres nombreuses fagons de modéliser des mélanges. Paoaisdas de simplicité, nous nous
intéresserons ici uniqguement aux mélanges de deux ffuides modéles les plus “naturels” sont des modeles
a deux vitesses. lIs consistent a écrire des équations du mouvemenhpque fluide et de décrire l'interface
entre les deux fluides a I'aide de lois physiques (continuité de la vitesséeatalgrainte a travers l'interface).
Un des inconvénients de ces modéles est qu'il faut pouvoir étre camabfgarticulier numériquement, de
suivre la position précise de l'interface. On peut contourner cetteut#fien décrivant de fagon continue la
transition entre les deux fluides, et en ayant un modéle a une seule Vitask®#58, J.W. Cahn et J.E. Hilliard
ont proposé un mécanisme permettant de prendre en compte des phéndiééhanges entre deux fluides.
Leur étude [CH58] se base sur des interactions chimiques a l'interfdoe les deux fluides. Le modéle
obtenu, couplé a I'hydrodynamique, c’est-a-dire aux équations deN&tokes dans le cas d’'un mélange de
deux fluides newtoniens, s’écrit de la fagon suivante (voir [Boy01])

p(Omu+u-Vu)+ Vp —div(n(p)D(u)) = kuVep,

divu =0,
I (12)
Op+u-Vo— ﬁdlv (B(¢)Vu) =0,

p=—a*Ap+ F'(p).

La fonctiony : Rt x Q — R décrit, a chaque instant et en tout point, la proportion d’'un des deurfigidns
le mélange. Cette quantité est appelée un paramétre d’ordre et par défattsfait (au moins formellement)
les inégalité® < ¢ < 1.

Dans le systeme (12), écrit ici sous forme adimensionnée, le nombre ¢ Peenesure l'influence de la
diffusion a l'interface entre les deux fluides. Le nombre sans dimens@#crit I'épaisseur de cette interface.
La fonction F' est un potentiel dont les états= 0 et p = 1 sont degninima Elle a pour réle de séparer les
deux phases.

Ce modeéle est trés riche puisque non seulement il prend en compte la chimterdada grace au potentiel
chimiquep mais il permet aussi d’incorporer des termes de tension de swifa€e entre les deux fluides.

4 On peut bien sdr imaginer qu’une fois que I'on a compris comment rgéfatteux fluides, il en va de méme pour trois fluides,
quatre fluides... En pratique, I'extension n’est pas toujours immédiat&&moigne les résultats de F. Boyer et C. Lapuerta au sujet
des modeles multiphasiques a interfaces diffuses, voir [BLO6].
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C’est dans le chapitre 6 que je présente les travaux que nous avaadiadoration avec Guy Bayada et
Bérénice Grec, obtenus au sujet de ce type d’écoulements. Plus préotsée chapitre 6 est décomposé
en deux parties. Dans la premiére (voir I'article [2]) nous effectuonpagsage a la limite heuristique
dans les équations (12) lorsque I'épaisseur du domaine tend.v@rsobtient ainsi un systéme couplant
une pressiop indépendante de la variable verticale et le parameétre d’grdNous étudions ce modéle
et montrons I'existence d’une solution sous certaines conditions de pesitessles données. Dans la
seconde partie (référence [4]) nous avons simulé des écoulemerdasidipds dans des domaines minces
al'aide du modele obtenu dans la premiere partie, prenant ainsi en comiteded a 'interface entre
les deux phases et les effets de capillarité. Nous adaptons un schénrégqnerdé a F. Boyer [Boy0O,
Boy02] puis présentons des simulations numériques pour différentésadioms. En particulier, nous
montrons que le modéle choisi permet de simuler de nouveaux aspectadur@mne de cavitation, dans
la mesure ou il autorise la présence de plusieurs couches de chaqgee fluid

D - Géométrie de I'écoulement : qu’est ce qu’'un domaine mince ?

Comme indiqué a plusieurs reprises, hormis le fait que je me suis intéresséraprrtements des fluides
dits “complexes” (fluides non newtoniens, non homogeénes...), la géométsdatpielle ces écoulements ont
lieu est particuliére. En effet, la plupart de mes travaux consiste en I'éiudemportement des fluides dans
des domaines minces, c'est-a-dire des domaines physiques ou la “Hasgiebeaucoup plus petite que la
“longueur”. Les deux principales applications que j'ai abordéesdane part I'application a la lubrification
(typiguement I'étude d’un lubrifiant entre deux parois rigides trés mean mouvement relatif comme par
exemple dans un mécanisme de roulement a billes), d’autre part I'applicati@taulements a surface libre
comme les écoulements de ruisseaux ou les avalanches.

D.1 Lubrification et écoulements entre deux parois proches

e Considérations physiques Selon O. Reynolds [Rey86], la lubrification désigne le contrble de I'usure
des matériaux par l'introduction d’un film fluide qui réduit le frottement efgeesurfaces en quasi-contact
et en mouvement relatif. Schématiquement, la situation peut étre décrite parr&digun fluide s’écoule
entre deux parois proches l'une de l'autre. La vitesse relative entdelesparois peut se traduire par le seul
mouvement de la paroi du bas. De méme, il est usuel de considérer quéaleesdu bas est plane et que
toute la géométrie est portée par la surface du haut. Ainsi le domaine paysisur lequel sont posées les
équations a la forme suivante :

O ={(z,2)eR* ; 0<az<L et 0<z<ceh(z)}.

La fonctionh permet de décrire la géométrie de la surface supérieure et le paramétdérsansior exprime
le faible rapport entre la longueur et la hauteur du domaine (1). Dans les mécanismes de lubrification de
type palier, ce nombre est de I'ordre t& 3.

e Formulation mathématique - Habituellement, les équations de Navier-Stokes incompressible (5) sont
mises sous forme adimensionnée en choisissant, en fonction du problémge détedichelle de temps et une
échelle d’espace. Lorsque le probléme présente une forte anisotpapi@es comme c’est le cas ici, il faut
faire intervenir deux échelles d’espace. Typiquement=si(x, z) alorsz est adimensionné par une longueur
caractéristiqud. et z est adimensionné par une autre longuelr Plus généralement, I'adimensionnement
utilisé dans le cadre de la lubrification est le suivant :

x=Lx*, z=cLz*, t=Tt", u=—u", w=c—w", p= EZ‘STp*, f=FIyf".

Les équations de Navier-Stokes (5) s’écrivent alors dans le donerieemalisé (comme il est tres fréquent,
on ne note plus les étoilés:

Q:{(:U,z)ERQ ; 0<z<1l et 0<z<h(z)},
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Domaine fluide

FIG. 2: Géométrie schématisée d’'un probléme de lubrification.

sous la forme suivante :

1 1 Re

1 1 R
eRe(Oyw 4+ ud,w + wo,w) + E—gﬁzp — 58§xw — gaﬁzw = }_—ifg (13)
Ozu + 0w =0,
ou le nombre de Reynolds est défini fa¢ = ZL; et le nombre de Froude pdir = T%FU Si, par exemple,

ces deux nombres sans dimension sont de l'ordré (mparativement &) alors le systéme précédent
converge lorsque tend ver9) vers le systéme suivant :

Oup — 0% u =0,
83]9 =0, (14)
Ogu + 0w = 0.

Les conditions physiques réalistes indiquent que le systéme (13) doit éniedericonditions au bord sui-
vantes :
u(z,0) =s, w(z,0)=0, wu(z,h(z))=0, w hz)) =0,

u(0,2) =ug(2), wu(l,2) =uq(2), w(0,2)=wy(z), w(l,z)=wiz),

Les fonctionsug, uq, w, €twy correspondent aux vitesses imposées en amont et en aval du dongsiecP
I'écoulement est a divergence nulle, pour que le probléme soit bienilfaséque ces applications vérifient
la relation de compatibilité suivantef(f’(o) Ug = foh(o) uq. Cette quantité correspond au débit entrant dans le
domaine. On le noterg.
A la limite € = 0 on peut montrer que les conditions au bord correspondantes obtemiessgsteme (14)
sont

u(z,0) =s, w(z,0)=0, wu(x,h(x))=0, w(z, h(x))=0,

1(0)
/ U(Oa Z) dz = q0,
0

p(1) = 0.

En particulier, les conditions sur la vitessepermettent d’écrire la derniére équation du systéme (14) sous la
forme@w(foh u) = 0. Physiquement, cette équation n’est rien d’autre que la conservatiorbdedéonction

de l'abscisse. Le systeme (14) a ainsi I'avantage de pouvoir se simplifier a la main tresfecite puisque la
pression ne dépend pas de la variahlen peut intégrer directement la premiére équation deux fois par rapport
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a cette variable. On en déduit I'expression de la vitessen fonction de la pressign La conservation du
débit permet alors d'avoir une équation paraboligue en la pressionamant. C’est I'équation de Reynolds :

h3 h
Oy <128$p> =0, <2s> . (15)

Tous ces résultats, aussi bien la dérivation formelle de I'équation deoRksyque sa justification en terme
de limite des équations de Navier-Stokes, est connu depuis plusieussali886 dans [Rey86] pour la
dérivation formelle, et 1984 dans [BC86] pour les justifications rigosee)

e Généralisation aux fluides visco-élastiques

Une des préoccupations de mes travaux a été de savoir si on pouvaialigar cette approche a des
fluides non newtoniens, et en particulier a des fluides visco-élastiquigpel®©Ildroyd. Un résumé de

cette étude (a la fois d’'un point de vue théorique et numérique) fera 1'dbjehapitre 1 du présent

mémoire. Il correspond aux références [5], [6] et [7].

o Effet des rugosités

Une autre fagon de généraliser I'étude des écoulements de type Regablils comprendre I'effet de
rugosités sur les bords du domaine. La premiére question naturelle estaiecomment “modéliser”
des rugosités. On s’est intéressé aux cas ou la taille des rugositéd’estidedes2. Selon I'approche
envisagée (ce qui revient a regarder des approximations dansmessdifférentes) les conclusions ne
seront pas du tout les mémes. Dans la premiére partie du chapitre 3, otleréggmrugosités comme
une perturbation d’'un écoulement dans un domaine lisse. On sépartesiafiets internes a I'écoule-
ment (ceux qui ne voient pas le bord) des effets au bord qui sovegoés par les rugosités. Dans la
seconde partie, on commence par “écraser” le domaine sur un rectangpete a étudier un probléme
sur une géomeétrie plus simple. Cet écrasement met en valeur les rugositémentre des résultats de
convergence vers un probleme limite-G 0) de Reynolds généralisé.

9 Domaine fluide

FiG. 3: Quel est I'effet des rugosités sur I'écoulement ?

D.2 Modeles de Saint Venant pour des écoulements a surfacerib

e Formulation mathématique - Le principe des modéles de type Saint Venant (Shallow water en anglais)
est au départ le méme que celui permettant d’obtenir I'équation de Reydanidde cas de la lubrification. Il
s'agit d’obtenir une équation simplifr%eles équations de Navier-Stokes. Les principales différences entre les
deux approches sont les suivantes :

5 Simplifiée au sens ou elle “vit” dans un domaine de dimension inférieure.
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- D’'une part la physique du probléme qui ne permet pas d’effectuenéeses adimensionnements (typique-
ment la pression n’est pas d’ordrg=2 dans les écoulements modélisés par les équations de Saint Venant). En
effet, les échelles auxquelles on s'intéresse pour ce type d'écoul¢émaniement océanique, modélisation

de riviére, d’avalanche...) font que les effets prépondérants ssnd da gravité. Dans ce cas, les équations
décrivant le mouvement sont les équations de Navier-Stokes incoripees®ir les équations (5)) ou un
terme de forcagé est donnée pdi = (0, —g).

- D’autre part le phénomene physique de surface libre. L'écoulemesit plus contraint entre deux surfaces
rigides mais seulement “posé” sur une surface rigide (voir la figuredtyefnent dit, le domaine est I'une des
inconnues du probléme. Néanmoins, on sait qu'il peut s’écrire sowsrt&fsuivante, les coordonnéest z
étant adaptées a la géométrie :

Q(t):{(x,z)eRQ ; zeR et b(z) <z<h(tx)}.

La fonctionb est une donnée du probleme et correspond au “fond” du domaineoriciidn inconnueh
désigne la hauteur de fluide.

X :

FiG. 4: Phénoméne a surface libre : cas d’'un fond plat et d'un fond tain p

Le cas le plus élémentaire correspond au cas d’'un écoulement d’ucieecde fluide newtonien, incompres-
sible, sur un fond plat (fond penché d'inclinaisépautrement dit la fonction vautb(xz) = —tan(f)x) et
soumis uniqguement a I'effet de la gravité (voir la figure 4 de gauche).

La hauteurh peut étre en fait déterminée grace aux conditions au bord, et en partgmlge aux conditions
en “haut” du domaine : on traduit d’une part le fait que la frontiére h(t,z) est transportée par le fluide
(condition d’'imperméabilité)

Och(t, z) + u(x, h(t,x))0h(t, x) = w(z, h(t, x)),

et d’'autre part que la contrainte est continue a travers l'interfaceoh@ante dans le fluide (supposé newto-
nien incompressible) s’écrivaat = 21, D(u) — pId et la contrainte a I'extérieure étant donnée par la pression
atmosphérique, cette derniére condition s'écrit

(2nsD(u) —pId) -n=kHn pour z=h(t, z).

Le vecteum désigne la normale a la surface du fluide alors fudésigne la courbure de cette surface. Ces
deux quantités peuvent directement s’exprimer a l'aide de la halteur

e Adimensionnement -La mise sous forme adimensionnelle peut se faire comme précédemment (voir la
partie D.1) excepté pour ce qui concerne la pression qui dans ceayqmntexte est gouvernée par la gravité :

p = gHp*.
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La prise en compte de la courburia le coefficientx fait aussi intervenir un autre nombre sans dimension, le

nombre de Weber )
H
We = U .
K

On ré-écrit ainsi les équations de Navier-Stokes en essayant d'vweiperturbation d’'un cas stationnaire.
Ainsi, dans le cas d'un fond plat, on essaye de voir les équations derf&teiees comme une perturbation
de I'écoulement donné par

h(z)=1, wu(z,z)= %sin(@)z(l - %), w(z,z) =0 et p(x,z)=(1—2z)cos(h).
T
Physiquement, I'idée est de déterminer les régimes de parametres poetdasypeut perturber le cas uni-

forme. En choisissant les paramétres indépendants suivants :

B eFr

N - eRe 2 Fr
- Re’

T Fr e We ’
on verra (voir/[8] ou le résumé au chapitre 4) gu'il suffit d'imposer qué et d soient petits (typiquement
d’ordrec), et quer soit d'ordrel. N’ayant plus qu’un seul parametre de référencen pose

B=¢cRe, 9§

u=ug+eu+.., w=wo+ews+.. € p=py+ep1+..

et on injecte ces développements dans les équations de Navier-Stokes.

Cette démarche permet d’obtenir rigoureusement un systéme d’équatfoosla couplant la hautelret la
vitesse “moyennéel = % foh u(zx, z) dz. Ce sont les équations dites de Saint Venant.

Par exemple, dans le cas d'un fond plat, les équations obtenues eédqnwir le chapitre 4 pour plus de
détails)

Re . 3) _
Oth + 0y (3.7-"7“ sin(6)h ) =0,

6 o\ 6. (h? 6 3 , 1 (Re . 3v
O(hv) + 0y <5hv ) + Bﬁx (2 cos(9)> — Rﬁh Opah = 3 ﬁsm(G)h - T,

2

our = sin(0)20,h h* + Re sin(0)9;h h?.

€
120Fr2 8Fr
e Généralisation a un fond non plat -

En collaboration avec Marc Boutounet, Pascal Noble et Jean-Paulddilanmous sommes intéressé a une
généralisation de cette approche dans le cas d’écoulement avec urofoptht. La question essentielle
a laquelle nous avons répondu est la suivante : comment la topographierm@tlie les équations de
Saint Venant ci-dessus ? Un résumé des résultats et de la méthode enaglog§eosé au chapitre 4.
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Chapitre 1

Fluides visco-elastiques et films minces

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats concernant le mngurdes fluides visco-élastiques dans
des domaines minces. Les détails de cette partie, et en particulier toutesuesspigont décrites dans les
articles[5] et [6].

Comme indiqué en introduction, le modele d’Oldroyd permet de prendre enteatep effets d’élasticité
dans I'écoulement d'un fluide. Dans les modeéles proposés, il estg#wkarépartir la contrainte en une partie
visqueuse pondérée par— r ou r est un paramétre réel dafts 1], et une partie élastique (qui s’annu-
lera lorsquer = 0). Dans ce contexte, les équations (5) sont complétées par I'ajout diiree contrainte
satisfaisant la relation (11) :

p(Omu+u-Vu)+Vp—(1—-r)np;Au—dvr =0,

divu =0, (1.1)
AOT+u-V1 + go(Vu, 7)) + 7 = 2nsrD(u),

ou I'application bilinéairgy, est donnée par

9o(Vu, 1) = % (T -Vu-— (Vu)T - T)

1+a
2

(Va-7+7- (Vu)T) .

Ce modele a eu beaucoup de succesBekernieres années puisque c’est le modeéle le plus “simple” de fluide
visco-€élastique. Malgré cela, les non linéarités issues essentiellementréi€F u, 7) font de ce modele
un véritable casse-téte du point de vue mathématique. Le lecteur intéredsé papects mathématiques
pourra consulter de trés nombreuses références comme par exemplieles suivants : [11, GS87, GS90a,
‘GS90b, GS91, GS92, LM00, MT04].

Dans le contexte des films minces et de la lubrification, il existe aussi de noxntrteaux au sujet des
écoulements non newtoniens. La plupart d’entre eux aboutissent aquagod de Reynolds généralisée,
c’'est par exemple le cas des fluides quasi newtoniens, voir [Tao%8]trBs auteurs, comme J. Tichy [Tic96]
ou H. Bellout et F. Talay Akyildiz [BTA04], ont proposé des modeéles @iétastiques en films minces avec
des lois de type Oldroyd (généralement awee 1 etr = 1) et pour des adimensionnements différents de
celui que nous allons proposer ici (typiguement, dans leurs articles testeesmposantes du tenseur des
contraintes ne sont pas adimensionnées de la méme fagon).

1.1 Equations en film mince : le passage formel

La principale difficulté pour obtenir des équations limites formelles dans unidemance est 'adimension-
nement des équations. En effet, si on ne choisit pas les “bonnesdaaremncaractéristiques, on peut annuler
tous les effets et ne plus rien pouvoir observer a la limite. Le choix de a@geasionnements est donc crucial.
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Dans le cadre de la lubrification, le choix des grandeurs caractérispgueses vitesses, longueur, pression
et temps correspond a celui présenté dans I'introduction (voir la partipBg# 10). Dans le cadre des fluides
visco-élastiques, il ne reste plus qu'a introduire une grandeur cesdicfige pour I'extra contrainte. La fagon
la plus pertinente (c’est-a-dire celle pour laquelle il reste le plus de ternmeslel@ystéme initial une fois
passé a la limite) est de proposer I'adimensionnement suivant :

L eL
nsU .

T=T

On pourra remarquer a la lecture de l'article [6] que ce choix n'est@lasqui a été fait dans d’autres travaux
cités auparavant [BTA04, Tic96], et que ce choix n’est pertinerguei poura ¢ {—1,1}.

On ré-écrit ensuite les équations (1.1) sous la forme adimensionnéeant fatervenir un nouveau nombre
sans dimension, le nombre de Debofah = % Rappelons que le domaine adimensionné sur lequel sont
posées les équations s’écrit

Q={(z,2)eR* ; O<z<l et 0<z<h(z)}.

Etant donnée I'anisotropie de ce domaine, on introduit les composantessguiteles contraintes et, comme
dans le cas newtonien, celles du vecteur des vitesses :

T:<g g) et u=(u,w).

Formellement les termes prépondérants dans chaque équation du sysigrioeqdues est petit s’écrivent

— (1 =7)0%u+ dp — 9.6 =0,
0.p=0,
Ozu + 0,w =0,
a+ De(l —a)Bo,u =0, (1.2)
v —De(1 + a)pBo,u) =0,
5+ %((1 — a)ydu— (14 a)ad.u) = ro.u.

Les trois dernieéres équations de ce systéme indiquent qu’il est faciglidieer les composantes, 5 et~ du
tenseur des contraintes en fonction de la vitesse horizont&emme pour I'équation de Reynolds standard
la vitesse verticaley peut elle aussi s’obtenir directement a partir de la vitesse horizontagela condition
d’'incompressibilité et les conditions au bord paurTous calculs faits, on en déduit que la limite (formelle)
du systeme (1/1) en film mince est entierement déterminée par la connaidsacoeple vitesse-pression
(u, p) et que celui-ci est solution du systéeme non linéaire suivant :

I

o,u )
1+ De?(1 — a2)|62u‘2
azp =0, (13)

h
8:5(/ udz) =0.
\ 0

Les conditions aux limites considérées sur ce systéme sont issues dedcatimis physiques rencontrées
dans des mécanismes de lubrification (voir la partie concernant I'équaiBeyholds D.1, page 10). Ainsi,

- (1 - r)azzu + 82717 - 7"83<
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dans le cas de la dimensi@rd’espace comme présent@icﬁ)n impose

u(z,0)=s, wu(zx,h(x))=0 pourd <z <1,
p(1) =0,

(1.4)
h(0)
/ u(0, z) dz = qo.
0

1.2 Existence d’'une solution au probleme limite

1.2.1 Existence et unicité d’'une solution faible

Nous avons obtenu dans [6] un premier résultat d’existence de solafiole fiu systeme (1.3) muni des
conditions au bord de type (1.4). Nous indiquons dans cette section,uléatéest les principales étapes y
conduisant.

On commence par définir une formulation faible en introduisant I'espaceedffis, ¢p) constitué de I'en-
semble des applications qui sont ddit$(2), dont la dérivée par rapport a la variablest aussi dang? (),

qui vérifie les conditions au borf = 0} et{z = h(z)} ci-dessus, et qui satisfait la condition de divergence
nulle et la condition de débit impogg en un sens faible.

La formulation faible proposée pour le probleme (1.3)-(1.4) est alors\arse :

Trouveru € K (s, qp) tel que pour toup € K (s,qp) on ait{{Au,u — ¢)) < ((F,u— ¢)) (1.5)
ou I'opérateutA : K(s,qo) — (K(s,q0)) est défini par

oLu
2,8zv> .
1+ De?(1 — a?)|0,u| L2(Q)

((Au,v)) = (1= 7){0:1,0:v) 5 + 7”<

Le résultat démontré dans [6] est le suivant :

Théoreme 1.1
Sir < 8/9 alors le probléemé1.5) admet une unique solution.

La preuve est relativement classique du point de vue des inégalitésorariles : on montre que I'opéra-
teur.4 est borné, coercif et monotone. Le coefficig/ apparait naturellement lorsqu’on étudie la monotonie
de l'opérateurA. En fait, on sait que pour > 8/9 il existe des configurations ou la solution n’est pas unique,

voir par exemple [9].

1.2.2 Régularité de la solution

En utilisant des techniques de type “Théoréme de De Rham”, on peut edthiifexistence de solution
faibleu, 'existence d’'un pressioppour que le coupléu, p) satisfasse le systeme (1.3) et les conditions (1.4).
Plus précisément, on montre le résultat suivant :

Théoreme 1.2
Soitu I'unique solution du probleme faibld..5).
(i) Il existe une unique pressigne H'(0, 1) telle que(u, p) satisfasse les deux premiéres équations du
systemg1.3) et les deux premieres conditions au bord du systgimb.
(ii) De plus, siu € H* () alors(u, p) est solution dé1.3)~1.4).

!Les conditions au bord sont un peu plus subtiles en dimensions supétieair [6].
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Lors de la justification rigoureuse du passage en film mince (voir la sectimdué avons eu besoin dé-
montrer que la solution de ce systéme limite (1.3) était plus réguliére. Voici léatdémontré (voir [5]).

Théoréme 1.3
Sir < 2/9 alors la solutior{u, p) de (1.3)-(1.4) est “aussi réguliere” que la hautdudu domaing).

Le terme “aussi réguliére” se traduit de la fagon suivanté esit de class€” sur(0, 1) alorsp € C**+1(0, 1),
u € C*H(Q), 0,u € CF1(Q). Le théoréme précis est énoncé dans [5].

La preuve de ce théoréme est essentiellement le fruit de discussiornB. &feonescu. Elle peut se résumer
de la fagon suivante : bien gqu’on ne puisse pas intégrer deux foisnaigne équation du systeme (1.3) par
rapport a la variable pour en déduire la vitesse horizontaleomme une fonction explicite de la pressjon
(comme on le fait pour obtenir 'équation de Reynolds standard, voir/p2gditiée est de le faire de fagcon
implicite.
Plus précisémentja le théoréme des fonctions implicites, on obtient une relation sur la pressjoirs’écrit
sous la forme

Ulz,p)p" = =V(z,p).

Les coefficientd/ et V, dépendant de la hautely étant “aussi réguliers” quk, la solutionp sera réguliere
dés qu’on assurera qéiéne s’annule pas. En pratique, on sait montrerue 0 des que: < 2/9.

1.3 Applications numériques

Une étude numérique du systeme limite obtenu, c’est-a-dire du systeme/1H43R)-a été menée afin de
comprendre l'influence de la visco-élasticité sur un écoulement mince.

Remarque 1.1

Dans les autres parties de ce document la plupart des résultats sarté€dans le cas de la dimensibd’es-
pace. Néanmoins, ils ont généralement été démontrés dans les articleggsidsien en dimensioh qu’en
dimensior8. Du point de vue numérique ainsi que du point de vue des applicatiores leda dimensiod

est beaucoup plus riche et pertinent. Pour cette raison, les résultatt@partie sont présentés dans le cas
de la dimensioi3 d’espace (x, z) € R? x R.

L'algorithme de résolution du systeme (1.3) est basé sur un nouvel algeritde résolution de I'équation

de Reynolds dans le cas newtonien. L'idée est de résoudre I'équai®eyholds dans le cas newtonien
sans découpler la vitesse de la pression, c’est-a-dire sans utiliseatl@gue Reynolds (15) donnée a la
page 12. En effet, on sait que dans le cas visco-élastique, ce dégeupést plus possible (du moins de
facon explicite).

On a donc tout d'abord implémenté un code de calcul (en Fortran) afésdedre le systéme newtonien

— aﬁzu + Vxp =0,

P o [ aoras) <o @o

lorsquex € [0,L] x [0,D] C R? et0 < z < h(x). Sans entrer dans les détails des conditions au bord
en dimensiorB, précisons que dans tous les tests suivants la vitessst imposée au fond sous la forme
u‘zzo = (1,0).

Le principe est de discrétiser ce probléme par rapport a la varab@n introduit ainsi un pas d’espace
“horizontal” §x ainsi queA et B, des versions discrétes des opérateuigset div. La hauteurh(x) est
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naturellement discrétisée par la matrice de coefficigpts= h(idx, jox). L'algorithme proposé est le schéma
semi-discrétisé suivant :
i — agzUlH'l(Z) +AoPF =0,
P —k+1
5 PHl Pk i eBo (HU ) —0.
Le parameétrg est un parametre de relaxation. On a montré dans [6] que si ce parastéatheisi de fagon
adaptée alors cet algorithme converge :

Théoreme 1.4 2

Sional < ¢ < alors pour tout: € N, le probléeme&P*) admet une solution telle que

2||h||3m
(U*, Pk ¢ HHl 10, hij[) | x RNw1*Nas,

De plus cette suiteU*, P*) vérifie

UF ~U dans[[H'(0,hy)) e P¥—P dansRNe1>*Nea,
]
La preuve de ce résultat est essentiellement basée sur des estimatiengid’éemi-discrétes.

Dans le cas d'un fluide visco-élastique, I'idée et de voir le systéme (1n8)neoune perturbation du systeme
newtonien[(1.6). Plus précisément, on écrit le systéeme visco-élastigue¢m®)e la limite d'un processus
de type point fixe :

_ az (f<un)azun+1) + vxpn-H _ 07

avec
fa") =0 -r)+

14 De?(1 — a2)‘8zu”|2'

Plusieurs tests ont été effectués (en particulier pour valider la discrétigatioir I'influence du parametre de
relaxations). Dans le cadre de la lubrification, la quantité qui est la plus pertinente gidaion. D’'un point
de vue physique, les résultats les plus intéressants concernent I'edldennombre de Deborah (nombre
qui caractérise le temps de réponse d'un fluide visco-élastique). Nésismons sur la figure 1.1 des coupes
verticales de la pression obtenues au milieu du domaine (typiqguementpeup /2). On en déduit que plus
le fluide est visco-€élastique (pluge est grand) plus le maximum de pression est faible.

0 02 04 0.6 08 1

I

FiG. 1.1: Influence du nombre de Deborah sur le profil de pression
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Dans les tests précédents, les conditions au bord sont des conditioresdi@ms nulle au bord du domaine.
Dans le code que nous avons développé, nous avons laissé la possiliiliseddes conditions au bord plus
variées. Par exemple, dans le test suivant, nous avons utilisé les cosidiidiord suivantes. On impose un
débit en amont (pour; = 0), c’est-a-dire qu’on se donne une condition de Neumann non homegépres-
sion, et on suppose que sur tous les autres bords du domaine, lapestsigale a la pression atmosphérique
(par exemple en imposant une condition de Dirichlet homogéne en pressites $ordse; = L, 2o = 0 et

Tro = D)

Un des avantages de ce modele est que, bien qu’il ne découple pas tatdkectemp des vitesses et celui
de la pression, il est beaucoup plus rapide a mettre en ceuvre qu’'un rdedeétier-Stokes complet (qui est
totalement tridimensionnel). Nous avons donc visualisé facilement si lgs &ffimensionnels avaient un
role sur les profils de pression. La figure 1.2 rend compte de ces ediatslifférentes valeurs du coefficient
(rappelons que ce coefficient mesure la proportion de fluide “visquians le fluide, pour = 0 le fluide est
purement visqueux alors que pout 1 le fluide est purement élastique).
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FiG. 1.2: Profils de pression pour= 0, = 0.2, = 0.5 etr = 0.8

1.4 Justification mathématique du modéle Reynolds-Oldroyd

Dans [5], une justification rigoureuse du modeéle Oldroyd en films mincest{a‘elire du systeme (1.3), ou de
facon équivalente du systeme (1.2)) a été effectuée. Le principe esbrateer que les solutionar®, p°, 7°)

des équations (1.1) définies sur un domaine d’épaisseonvergent vers les solutioris, p, 7) des équa-
tions (1.2) lorsque le parametréend vers).

La principale difficulté réside dans le fait qu’il existe assez peu de résplbar le systéme initial, c’'est-a-dire
pour le systeme (1.1) : dans [GS90b], C. Guillopé et J.-C. Saut prolieeistence globale a données petites
en supposant en outre que le fluide est peu visco-élastique (ce munitravmposer petit). Dans [FCG094]

et [FCGO98], E.F. Cara, F. Guillen et R.R. Ortega s'affranchissenetie hypothése mais prouvent seulement
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une existence syé, 7' pour tout” (pour des données plus petites ¢i{&"), ou f tend verd) lorsqueT” aug-
mente...). Enfin, dans [11] on montre le méme résultat que celui de C. Guilldp€eSaut en s'affranchissant
de I'hypothése de fluide “faiblement” visco-élastique. Malheureusemertglsl résultats sont difficiles a uti-
liser lors d'une étude asymptotique comme celle que I'on se propose de fakm ieffet, dans les résultats
énonce ci-dessus, on ne sait pas comment dépendent les conditiogtitelse (que ce soit la petitesse du
temps d’existence, ou la petitesse des données) par rapport au doinampagticulier par rapport a Le

seul résultat d’existence globale qui semble connu a ce jour est ceRildeions et N. Masmoudi [LMOQ].

Ce résultat est prouvé dans le cas ou le coefficiezgt nul. Nous nous sommes donc intéresseés a justifier le
modele Oldroyd en films minces lorsque= 0.

Théoréme 1.5
Pourg > 0on note(u ,p%, %) la solution des e’quatiort 1) (en supposant que= 0). On note(u, p, T) la
. T| L) SONt assez petits. Lorsque

e tend verd) on a les convergences suivantes oh?(@ T L2(Q))

u® —u, Ou® — du, Ogu® — Oyu, w° —0, dw —0, Juw® —0, 7 —T,

les convergences suivantes d&As(0, T; L*(9)) :

uw—u, v —u w —0 e7°—T,

et la convergence? p° — p dansD'(0,T; L*(Q2)).

Précisons que dans la preuve de ce théoreme, la petitegsefje- ), | 7|1~ (o) €t|0. 7|1~ ) estdonnée de
maniére explicite en fonction des parameétres physiques du probleme (ndenbeborah, viscosité, hauteur
du domaine...), voir [5].
La preuve est basée sur le principe suivant :

e On introduit les restes, w, T etp :

1 1. 1 1_

uszu—i_ﬁ? w€:€w+€/{bv T€:77+7T7 p‘e:?p_'_?p

e Ensuite on utilise a la fois les équations de Navier-Stokes-Oldroyd (1.1fpst@sspan:®, w, 7° etp®,
et les équations de Reynolds-Oldroyd (1.2) satisfaites par T etp pour en déduire des équations satisfaites
par les restes, w, T etp.

o |l suffit enfin d’obtenir des estimations (indépendantes)dgur ces restes. Le systéme obtenu pour les
restes étant assez proche du systéme de Navier-Stokes-Oldroyd ¢misicde nombreux termes sources
dépendant de, w, T etp), des estimations d’énergies classiques permettent d'obtenir les résst@nsmEes.
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Chapitre 2

Modeles micro-macros, equation de
Fokker-Planck et films minces

Ce chapitre présente essentiellement les résultats exposés dans le§H5tit@sl 7]. Le but est de déterminer
une expression simplifiée de la loi comportementale d’un fluide visco-élastaiype FENE dans un écoule-
ment en domaine mince. Comme annoncé dans I'introduction de ce mémoire (@ir )pa résultat essentiel
concerne la résolution d’'une équation de Fokker-Planck stationnaieefalene — A + div(F1) = f. Nous
allons commencer par discuter de cette équation (section 2.1). Nous revismeasuite sur les conséquences
induites pour le modéle FENE en film mince (d’'un point de vue théorique a tsex2 et numérique a la
section 2.8).

2.1 Equation de Fokker-Planck en domaine borné

Dans cette partie, on étudie le probléme de I'existence et de I'unicité de solugoiequation de Fokker-
Planck linéaire
— Ay +div(Fy) = f, (2.1)

sur un domaing3 borné deR? lorsqueF est un champ de vecteurs “confinant” par exemple comme l'inverse
de la distance au bord.

Historiguement il existe de trés nombreux cas ou on sait résoudre ce'épetion. Ainsi, lorsqud = 0,
I'équation (2.1) correspond a I'équation bien connue de Laplace (lergg= 0) ou de Poisson (lorsque

f # 0). D’autres cas sont simples a résoudre, il s’agit par exemple desid@est un gradienF = VV et

f = 0. Dans cette situation particuliéfe = e" est une solution, et & renormalisation prés, on peut obtenir
une solutiory telle que [, ¢ = 1.

Pour des fonctions qui ne sont pas nécessairement des gradiexitgeilde nombreux résultats mais qui sont
généralement obtenus lorsqBe= R?. La plupart de ces travaux utilisent des hypothéses de décroissance
du potentiel a l'infini, voir par exemple les travaux de Hérau, Nier et He[feNO5, HNO4] et ceux de
Noarov [NoaQ7]. Il existe néanmoins quelques résultats sur des elesgnanés. Ainsi, dans le cas &lest

une variété compacte sans bord, on a le résultat suivant :

Théoreme 2.1 (E.C. Zeeman, 1988, [Zee88])
Soit B une variété compacte sans bordFSi C*>(B) et f = 0 alors il existe une unique solution positive
de I'équation(2.1) telle que|, ¢ = 1.
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Dans le cas des domaines bornés, J. Droniou a propose le résuléaitsuiv

Théoreme 2.2 (J. Droniou, 2002, [Dro02])
Soit B un domaine borné d&?, d > 2. Sif € H-'(B) etF € L% (Q) alors il existe une unique solution
faible) de I'équation(2.1) telle quey) = 0 sur le bordd B du domaines.

Dans cet énoncél,. = d pourd > 3 etd, €]2,+oo] pourd = 2. Ce résultat a aussi été prouvé pour d’autres
conditions au bord comme des conditions de type Dirichlet non homogéneguilierf- ou des conditions
mixtes. Plus récemment (en 2009), J. Droniou et J.-L. Vazquez ontwbtemésultat similaire avec des
conditions de Neumann au bord, sous condition d'imposer la moyenpeaer [DV09].

Le résultat principal de l'article [17] répond a la question lorsfugest pas aussi régulier :

Théoréme 2.3

Soit B un domaine borné d&?, d > 2. Si f € H]\‘; (cet espace sera précisé plus tardfet k + VV
OlUk € L™(B) etV € C™(B) satisfait = —oco surdB. Si de plusV satisfait les condition§H:), (H2)
et (Hs), données ci-dessous, prés du bord alors il existe une unique sofaftae )i/ de I'’équation(2.1)telle

que [z =1.

Dans cet énoncé, les conditiori®y(), (H2) et (Hs) font intervenir la dérivéeV ; dans la direction de la
normale au bord, 'intégrale Iinéairﬁ;{ le long de la normale au bord ainsi que la distance au bord kptée

2 _
Ja<1 (vRv) F2VEY > 57“

I
VeV V' =0 surl (H1)
3b>0 VRVeV/ eV <,
R
Je>0  |VV]< 2, (Ho)
or
Jy>0 V2V < —vId (H3)

Typiquement, ces hypothéses sont vérifiées pour une #8rdent la composante normale au domaine se
comporte comme l'inverse de la distance au bord. On vérifie en particuliggauede telles fonctions, on a

F ¢ L% (B) ce qui montre que le résultat proposé n’est pas une simple applicatiosulatg déja connus.
Grossiérement, le résultat indique quérsexplose suffisamment vite au bord du domaine alors il n’est pas
nécessaire d'imposer de condition sur ce bord pour avoir unicité de lEosolBar contre cette solution unique
s'annule sur le bord. Autrement dit, s'il fallait imposer une condition, caisaécessairement une condition
de Dirichlet homogéne.

e Idées de preuve
Etape 1 : formulation faible - Dans un premier temps, on écrit une formulation faible du probléme (on
remarquera qu'une formulation faible standard n’est plus valable d&E guL-(B)). Pour cela on introduit
la maxwellienne (fonction réguliére positive de moyenne égaletds’annulant sur le bord)

eV

e

Quitte & faire un relevement de la conditip+> = 1, le probleme devient

M

div( s~ MV (L)

7 f avec /Bz/; =0. (2.2)
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Les espaces fonctionnels bien adaptés a ce type d’équations somqdessa poids suivants :
L3 == ML*(Mdz), Hy; :=MH"(Mdz), Hyo:={¢ € Hy; /q/) =0} et H,'=(Hy,),
Q

munis des norm@s

= 15l e = [ G o ot = 05
Ity = [ M[EL el = [ MG+ M9 (5)] et ety = [ Mv(37)]"

La formulation faible de I'équation (2.2) s’écrit alors : trouver Hy, , tel que pour toup € Hy,

e (5r) v () = o v () = @3

Etape 2 : lemmes sur les espaces a poidsEtant donnée la structure des espaces définis ci-dessus, de
nombreux résultats de I'analyse classique ne sont plus immédiats. Nousoinsligules lemmes qui sont les
plus utiles a la preuve de I'existence. Dans les énoncés, par soucis dieisingn supposera que toutes les
hypothéses du théoréme 2.3 sont satisfaites. Toutes les démonstratiohétaitiées dans [17].

Le premier lemme assure que les espabés et Hi, ont autant de “régularité” que leur analogue sans
poids L?(B) et H'(B). Mieux, il indique que toutes les fonctions dg}, ont une trace nulle au bord, ce

qui permettraa posteriorid’en déduire que toute solution au probléme|(2.3) s’annule au bord.

2
’

Lemme 2.1 (Inclusions)
Sip € L3, alorsp € VM L*(B).
Sip € H}, alorsp € VM H'(B).

Le second lemme est un lemme de compacité qui est essentiel (a plusieigssegans I'approche utili-
sée pour la preuve du théoréme|2.3. Contrairement au lemme précédefimasttation est relativement
simple puisqu’elle peut s’appuyer sur des résultats déja démontrés paspaces?(Mdxr) et H' (Mdzx),

voir [Mét76].

Lemme 2.2 (Compacité)
L'injection H}, — L3, est compacte.

Dans la méme veine, le résultat suivant est utilisé dans le point clef de laepdeuthéoreme 2.3 (voir

les éléments de preuve donnés par la suite). Par contre, son énoBceé diffrésultat bien connu pour les
espaces de Sobolev classiques pour lesquels on sait que I'injéttigh) — LP(B) est continue dés que

p <2d/(d— 2) lorsqued > 2 etp < +oo lorsqued = 2.

Lemme 2.3 (Injection de Sobolev)
Il existep > 2 pour lequel l'injectionH ;, — L% est continue.

Enfin, nous énoncons un analogue du lemme de Poincaré qui permed@ngrd’assurer I'équivalence entre
les normeg| - || ;1 et|| - [/ surH}, ,. Comme le lemme de Poincaré “usuel” celui-ci est trés utilisé dans

la preuve du théoréme 2.3.

Lemme 2.4 (Inégalité de Poincaré)
Pour toutp € H}, on a l'inégalité suivante :

2
ol + ([ 0) 2 el
M,0 Q M

!Le fait que|| - |11, , Soit une norme nest pas complétement immédiat, voir le lemme 2.4 &sapr
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Etape 3 : preuve de I'existence - construction d’un probléme appiché -Bien que I'opérateur-div(M V(7))
soit coercif sur I’espacé{}m, la premiére difficulté que I'on rencontre dans la preuve de I'existenaeed’

solution au problém@.3)’est que l'opérateutiv(M 'V (47)) + div(k-) n’est en général pas coercif. L'idée
gu’on va utiliser ici reprend celle de J. Droniou [Dro02]. On commencédrpaduer la partie non coercive en
étudiant pour tout, € N le probléme suivant :

—div(MV<%)) + div(MTn (%)n) = f,

ouT, : r € R — max(min(r,n), —n) € R.

Dans un premier temps on montre que, pour chagge, il existe une solution),, € L3, a cette équation.
Ce premier résultat découle directement du théoreme de point fixe decﬁctmlpllque a l'applicatior,
qui ay € L3, associe la solutioy € H3, de I'équation

- v - Y
~av(219 (7)) = 7 - dv(M T (7)),
d|v< \% U f—div w378
II suffit juste de noter que cette application est continuéjedansL?,, qu’elle est bornée sur?, et d'utiliser
que linjectionH}, — L3, est compacte (voir le Lemme 2.2).

Etape 4 : preuve de I'existence - estimationsl-a fin de la preuve de I'existence consiste & obtenir des esti-
mations su),, indépendantes dede facon a passer a la limite— +oo. Le manque de coercivité ne permet
pas d'obtenir d’estimations Sﬂ%HHk, en utilisant directement,, comme fonction test dans la formulation
faible. Sans entrer dans les détails, I'idée est d’écrire, poukteulN, v,, = MSk(%) +MTk(%) ou.S, est
définie parS;, = id — Tj. Etant données les propriétésTigil est relativement simple d’avoir une estimation
de HMTk(W)HHl uniforme par rapport & (moralement en utilisadWTk(w—ﬁ) comme fonction test dans la
formulation faible). La clef de la preuve est le controle||déSk( )HH1 ;

En choisissanp = MS,@(% - M [, MSk(%) comme fonction test on obtient

L (57) v (s (57)) - [ (5 v (su(57) = e @4
5 c
e En utilisant les propriétés de, le termeA s’écrit
A= [ o (se(5))[ = s (55) ., - @9
e Pour toutr € R on a|7,,(r)| < |r|. On majore alors le second termede la fagon suivante :
1B < mum)\//gW]\Tf\/AM\v(sk(ﬁ))\Q.
De plus,| 42| = |T5.(%2) + Sp(%2)| < k + [ Sk (%) donc| | < kv/M +v/M|S(%)]- On en déduit
2
,/ W"‘ \// k2M+\// M‘Sk w” —k+HMSk(w”))L%I.
PuisqueSy(r) = 0 pour|r| < k, on estime le dernier terme par

s

Ll = s (I
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ou on a défini 'ensemblé;, par&, = {Q € Q; [¥,(Q)| > kM (Q)}. Linégalité de Holder puis I'injection
Hi C L%, (voir le Lemme 2.8) indique qu'il eX|stp > 1 (on noteq le conjugué de) tel que

s (5, = CLoa) ™ (L s G = (L) s ()
Le termeB est donc estimé par
1< Wl s+ s (5, s (5, 2o

M,0 M,0

1/2q
ou A(k (fgk ) :
e Puisquef € H;}, le dernier terme de I'équatioh (2.4) est facilement contrdlé de la facuargai:

< s (57)]

ICl=f, o) S llellm %

M,0

. 2.7
i, @D

Les trois estimations (2.5), (2.6) et (2.7) permettent de déduire que paur &N on a

Jarsi (571 )

), < et e+ A s )],

M

HIIW 0
On peut montrer, voir [17], quel(k) tends verd) lorsquek tend vers+oo. Il est donc possible d’obtenir,
pour k suffisamment grand, I'inégalité

Jassi(57)

o <1 (2.8)

~

Hyo
Les majorations dé/[Sk(w”) et MTk(wn) en normeHM0 permettent d’affirmer que la suitg),, },cn est
bornée danﬁM o- Des résultats classiques permettent d’en conclure que cettg¢@jite-y admet une limite
qui est une solution au probleme (2.3).

Etape 5 : preuve de l'unicité -La preuve de l'unicité est assez classique. Comme pour celle de I'existence
elle reprend les grandes lignes des travaux de J. Droniou [DroO2k D premier temps, on introduit le
probléme dual. On montre ensuite par la méthode de degré topologigue del&chae ce probléeme dual
admet une solution. Enfin, en utilisant & la fois I'existence d’'une solutiomalgme initial et a son probleme
dual, on en déduit qu'il ne peut exister qu’une seule solution a cespteblemes.

Nous ne détaillons pas ici les éléments de preuve et renvoyons le lectattice[17]. Voici a titre d’infor-
mation le probléme dual pour lequel on a aussi obtenu un résultat d’ecést¢d’unicité :

—div(MV(%)) ~ Mk - v(%) — g

2.2 Le modele FENE en film mince

L'objectif de ce qui est présenté dans [15] et de ce que nous résudams cette partie est de déterminer
un équation approchée de la loi comportementale FENE lorsque le domaméest C’est-a-dire dans un
premier temps de montrer que pour chaque champ de vitasgtg®ur deux champs de tenseurstk (assez
réguliers) il existe une solution a I'équation

Dee (O +u- Vip) = —divg(De (k + €K) - Q) + Aqe + divg(E 1)), (2.9)
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puis dans un second temps de passer a la limite dans cette équation lofgqueeprésente le rapport entre
la hauteur et la largeur du domaine) tend \@ers

e Interprétation physique - L'équation (2.9) correspond a I'’équation (9), décrivant la distributien
ressorts dans le modéle FENE, mise sous forme adimensionnée. L'adinmams@nt est habituel pour ce
type de probléme a ceci prés qu'il fait intervenir deux longueurs t@natiques : une pour la hauteur du
domaine (supposée petite) et une autre pour la largeur du domaine dpegtieee < 1 correspond au rapport
de ces deux longueurs. Les tenseurt & sont liés a la décomposition &éu en puissance de:

(0 O.u ot B Ozl 0
F=lo o "= \eow ow)”

Quant a la force, elle est, pour le modéle FENE, donnée explicitement sous forme adimersioané

Q

_Q
1 19]

E(Q) =

e Approche mathématique -D’un point de vue mathématique, de nombreux auteurs se sont intéressés
au systéme couplé entre les équations de Navier-Stokes et le modéle FEStEa{dire au modéle complet
de fluide de type FENE), voir [BSS05, JLLB04, LZZ04, LM07, Mas@®&n91]. Leurs études se font dans
le cas évolutif et la principale difficulté (hormis la difficulté classique liée awaégns de Navier-Stokes)
concerne le manque d’estimatiarpriori sur la contrainte. Néanmoins, les résultats sont riches et transitent
généralement par I'étude de I'équation (2.9). Il est en particulier bienwcgue poum fixé suffisamment
réguliers (donc pouk et donnés et réguliers) et pollire, ¢ et o trois réels positifs fixés, I'équation (2.9)
admet une unique solutiafitelle que [, ¥(Q)dQ = o.
Il existe des cas particuliers ou I'on sait résoudre I'équation (2.9)ex@mple pour des champs de vitesaes
particuliers, voir [15, JLLBO4]. Ainsi, dans [BHAC77], les auteursssat intéressés a un développement de
la solutiony en puissance dPe. Ce comportement a été récemment retrouvé en utilisant des techniques de
type Chapman-Enskog par P. Degond, M. Lemou et M. Picasso, voR(R].

e En domaines minces -Comme expliqué précédemment, pour tout 0, I'équation [(2.9) admet une
unique solution)* telle que [ 1°(Q)dQ = . Formellement, lorsquetend vers, I'équation (2.9) devient

0= —divq(Dek - Qv) + Aqy + divq(E ). (2.10)

Cette équation est une équation de Fokker-Planck qui corresporilg &tceliée dans la section précédente
(avecF = Dek - Q — E). Elle admet donc une unique solutigfl telle que [, ¥°(Q)dQ = o.

Le point essentiel est donc de démontrer gdeconverge effectivement vers’ lorsquee tend vers). Le
résultat suivant est prouvé dans [15].

Théoréme 2.4

Soients € W (Q) ® L*(B), & € C(0, +oo; Wh2(Q) ® L*(B)), u € C(0, +00; W2(R)) etifint
W (Q) @ L.

Poure € R* on notey® € C(0,+oo; Wh(Q) @ L3,) N L} (0, +00; Wh(Q) @ H},) la solution de
I'équation(2.9). On notey® € WH>°(Q) ® H}, la solution de I'équatior§2.10)

Alors il existe deux fonctiong? dansC (0, +-o00; W (Q) ® L2,) N LE (0, +00; WH(Q)® H},) etV dans
C(0, +o0; L=(2) @ L3,) N L3 4(0, +00; L (Q) ® H},) telles que

V(% Q) = 000, Q) + 00 (Lx, Q) +2U(t,x, Q).

Dans cette égalité, la fonctiaﬁ décrit I'effet d’une couche limite en temps. Pour des petites valeuxs de
a hrf ¥O(1,x,Q) = 0 (avec une décroissance exponentielle, ce qui est illustré par lalfigijreD2 plus,
T—1T00

Sipinit = Y° alorsfwvo =0.
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whee(Q) @ L3,
Yinit
qu j Y bev
i Y0
0= ¢

Fic. 2.1: lllustration du théoreme 2.4.

e |ldées de preuve -La preuve de ce théoréme est relativement classique. Elle se déconmpuses e
parties.

Etape 1 : proposition d’'un Ansatz -La premiére consiste & proposer un ansatz

t t t
wg(ta X, Q) = w0(27 X, Q) + €¢1 (ga X, Q) + 52¢2 (g7 X, Q) + -
Habituellement, pour chaque € N, on sépare les variations rapides des variations lentes en temps de la
maniére suivante :

Ui (7%, Q) = Py (x, Q) + Uk (7,%, Q),
ol (x,Q) = hrf Up(T,%x, Q) etsz est cherché a décroissance rapide en

En injectant ce développement dans I'équation (2.9) puis en identifiantiigsapces de, on en déduit des
équations pour chaque profil.

Etape 2 : existence des profils La seconde étape permet de justifier que les équations des profils dest tou
bien posées. Bien entendu, I'équation du prgfjl correspond a I'équation (2.10) pour laquelle le resultat
d’existence et d’unicité a été démontré dans la section précédente. De héguation vérifiée pat), cor-
respond a I'équation (2.9) pour laquelle on connait aussi un résuttdsténce et d’unicité. En pratique, tous
les profils suivants satisfont les mémes types d’équation, avec des tenmesssissus des profils précédents.
On sait montrer qu'ils sont tous bien posés.

Etape 3 : estimation du reste -La derniére étape consiste &, aprés avoir tronqué le développemmaet,for
montrer que le reste (not& dans I'énoncé du théoreme 2.4) est borné dans un espace adéqaassi,a
I'équation vérifiée par le rest&é est du méme type que I'équation (2.9) et on sait montrer qu'’il est borné.
Pour conclure, notons juste que le dernier point du théoréme indique qrm‘ileﬁ doit vérifier, a condition
gue k soit assez petit%grfoof/}a(r,x, Q) = 0 (avec une décroissance exponentielle). Ceci est important
pour vraiment pouvoir dire que® converge verg)". Ce résultat provient d’une estimation d’énergie sur les
solutions de I'équation de la forme

De (0pp +u-Vy) = —divq(Dek - Q) + Aqy + divg(E 1),
obtenue en testant cette équation cotitre

1

d 2 2 2 %
1)+ (550 —2De I ) Il < -
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2.3 Reésultats numériques

Quelques illustrations numériq@epermettent de mieux comprendre le rbéle de la quantit&olution de
I'équation (2.9), dans la description des écoulements micro-macros. Mathéement;) correspond a une
densité de probabilité sur la boule Bé de centred et de rayory. Physiquement) (¢, x, Q) donne la proba-
bilité que les extrémités d'un ressort microscopique, situé en positifinstantt soient0 et Q. Le choix
de la longueu¥ correspond ainsi a la longueur maximale du ressort.

Dans l'article [17], j'ai présenté quelques résultats numériques coaceféquation de Fokker-Planck (2.9)
dans un cas physique réaliste : I'écoulement est supposé laminaitea-clge que le champ de vitesaeest
de la formeu(zy, z2) = (§ 22,0), ¥ € R. La distributiony) satisfait donc I'équation

—AYp +div(yp F) =0 surB(0,4),
ou le champ de vecteuBs est donné par
F: (Ql) € B(0,0) — 2De~ (%2> — % <Q1> :
QZ 1— % Q2

D’apres les résultats théoriques de la partie 2.1, I'unicité de la solution &stasdes qu’'on se donne la
moyennefQ © (qui correspond physiquement & une densité de polymgres

Les premiers résultats présentés correspondent au cas sans cisaikeesed-dire lorsqué = 0, mais pour
différentes valeurs dé(on notera que les grandeurs physiques réalistes/fsamt de I'ordre de 0), voir la
figurel2.2.

O

FiG. 2.2: Solutiomy sans cisaillement pour différentes longueurs maximales de ressortsuBleegadroite
pour les valeursé = 2, ¢/ =5 et/ = 10.

Pour observer I'effet du cisaillement sur la distribution, nous avonsiengacé les solutiong pour diffé-
rentes valeurs de (et pourDe = 10 et/ = 5). Les résultats sont décrits par la figure 2.3 : plus le cisaillement
est fort, plus les ressort ont tendance a s’aligner avec I'écoulement.

2 Pour toutes les simulations proposées ici, j'ai utilisé le programme Freefemir http ://www.freefem.org/ff++.
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FiG. 2.3: Influence du cisaillement sur la distribution des ressorts. De gaLiuite on a imposé des cisaille-
ments de plus en plus grang = 0.1, ¥ = 0.2,4 = 0.5 ety = 1.

Enfin, on pourra noter qu'il existe des modéles plus complexes enceréequodéle FENE pour lesquels
I'étude théorique de la partie 2.1 pourrait s’avérer utile. Il s’agit pangxe des modeéles multi-ressorts
(voir [GMBO1]) qui permettent de décrire chaque molécule d’'un polymerepas a I'aide d'un seul ressort
comme pour le modéle FENE mais a I'aide de plusieurs ressorts mis bout a biplat figure 2.4. L'approche
physique de telles considérations conduit & un systeme de type FokkekPBlzur lequel I'étude précédente
semble s’adapter.

FIG. 2.4: Modélisation d’une molécule de polymére a I'aide d’'une approche negkiorts.
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Chapitre 3

Phénomenes de rugosite dans des films
minces

Ce chapitre est composé de deux principales parties, correspoasi@tctivement aux références [18] et [10].
Dans ces références on étudie I'effet de I'irrégularité des paroisrsécoulement en film mince. D’un point
de vue physique, ces irrégularités sont généralement le fruit de lgesidaes pieces et sont souvent non
négligeables dans des phénomeénes de lubrification. De telles rugositdsabdoellement modélisées en
définissant les bords du domaine fluide a 'aide de fonctions périodiaquescjllent rapidement.

Les deux parties de ce chapitre montrent que la fagon dont on présemiebleme est prépondérante et
gue des conclusions rapides pourraient se montrer hasardeusekes sogosités seront vues comme des
perturbations par rapport a I'écoulement sans rugosités (partie 8itLes mémes rugosités seront en un
certain sens prépondérantes (partie 3.2).

D’un point de vue mathématique, les deux approches sont rigoureusgroenées (en utilisant des méthodes
type correcteur en ce qui concerne la premiére approche, et en wtilsmméthodes de convergence double
échelle et d’homogénéisation pour la seconde approche). Les conslukependent en fait des normes que
I'on considére pour dire qu’un écoulement est proche d’un autre...

3.1 Lesrugosités vues comme une perturbation

La littérature mathématique concernant les problemes de rugosité en méaasdliedes s’est trés enrichie
ces dernieres années, voir par exemple [BGV08, BM08a, BM08b,9GWa01, JM03]. Dans ces travaux
les auteurs voient les rugosités d’ordre< 1 comme une perturbation d’'un écoulement dans un domaine
d’ordre 1. Avec Sébastien Martin, nous avons suivi leur approche dans I€uras étude en domaine mince.
Plus exactement, nous nous sommes intéressés au cas d’écoulementssddosaines minces (d'épais-
seure) dont la paroi inférieure est rugueuse (avec des rugosités parexjigle frequence et d’amplitude
d’ordre<?). Le domaine sur lequel sont posées les équations est le suivant

0 ={(s,y) eTxR, - (6%) <y<ent(z)},

ouht eth™ sont deux fonctions réguliéres (par exemple lipschitzienne)akns|0, 1[.
Les équations de Stokes que nous considérons ici couplent le chamipedssau® = (u®, w®) et le champ

'En toute rigueur, puisque la frontiére inférieure du domaine est enenoet (de translation horizontale a la vitespet que
les conditions aux limites en vitesse seront des conditions d’adhéremtmmbane ou “vit” le fluide dépend du temps. Moralement,
quitte a poser — st en lieu et place de, les résultats sont similaires, voir [18].
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Domaine fluide

Fic. 3.1: Domaine mince et rugueux.

de pression© :
—Au® +Vp* =0 sur°,
div(u®) =0 sur Q°, (3.1)
u€|z:—e2hf(%) = (s,0) et u£|z:ah+(x) = (0,0).

Comme indiqué dans I'introduction de ce mémaire, il est bien connu (voir [B@&Bplus recemment [Wil09])
gue la solution de ce systeme de Stokes dans un domaine eniacaun fond plat =~ = 0 est approchée a
I'aide de la solution de I'’équation de Reynolds. Plus précisément, sousttigge de film mince, I'écoule-
ment est gouverné par

ut(2,y) = ug (1’7 g) + 0, wh(z,y) = ewp (x, g) + 03 et phH(z,y) = eizpo(x) +0(1),

oU pg est la solution de I'équation de Reynolds (voir I'introduction page 12 etubéqn (15)) jug etw, étant
explicitement données en fonction giea partir des équations (14).

La question naturelle est de savoir ce qu'il advient d’'un tel développehesqu’on prend en compte des
effets de rugosité.

3.1.1 Proposition de développement formel

L'idée principale est de voir le cas “rugueux” comme une perturbatioradufond plat”. Il est alors naturel
de décomposer le domaifie de la fagon suivante2. = Q- UX U QF ou

O = {(az,y) eTxR, —e%h” (:—2) <y< 0},
S =Tx {0} et
QF = {(:U,y) eTxR, 0<y< 5h+(ac)}.

Moralement, si(ug, wo, po) correspond au cas sans rugosités, défini danhsla premiere idée est de pro-
longer cette solution dar@_ . Pour satisfaire la condition de continuité de la contrainte dans le fluide, le
prolongement de la vitesse doit étre de cladseAinsi, siug vauts sur le bord: deQ, cette propriété n’est
plus satisfaite sur le borg = —<2h~ (x/EQ) de (.. On doit rajouter &y un correcteueu; qui aura pour

role de contrebalancer cette valeur au Bo@h s’apercoit queu; (qui est pertinent pres du bord) induit une
perturbation d’ordre sur I'autre bord du domaine physiqye= h™ (z). Cette derniére est alors corrigée
parsuy qui satisfait une équation de type Reynolds, etc.

2Certains auteurs choisissent de prolonggmpar la constants dans le domaine rugueu®- . Dans ce cas le correctesiti; a
pour réle de contrebalancer le saut de contrainte induiEsur
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Plus précisément, pour capturer les différents effets d’échelle, omlintrdes coordonnées adaptées :

z=2 x=2 y=2

€ g2’ g2

L'écoulement est principalement gouverné par un écoulement de typ®le dans le domain@;. Cet
écoulement sera décrit par les varialllesZ) dans le domain€_ remis a I'échelle :

QR:{(:r,Z)ETx]R, o<Z<h+(x)}.

En présence de rugosités, les varialjl&sY’) permettent de décrire I'écoulement dans la couche lifjte
qui, remis a I'échelle, s’écrit

O = {(X,Y) eTxR, —h (X)< Y}.

On cherche ensuite une solutiom w, p) aux équations de Stokes (3.1) sous la forme

N

u(e,y) = | 3 i, 2) + 2 (T (0, X,Y) + uzjia(2,2)) | +22V R, y),
7=0

Mz

e¥wyj(z, Z) + > <@2j+1(:v,X, Y)+5w2j+1(x,Z)) + 2N 1S (2, y), (3.2)
j=0

N
p(z — D e¥psj(a, 2) + ¥ <p2g+1(ﬂf X,Y) +p2j(z, Z)) +2N1Q(a, y).
7=0

On injecte ensuite ces développements dans les équations de StokesdB.fggrbupe les termes par puis-
sance de. On en déduit ainsi des systémes pour les fonctiensto; 1, u2jt1, .-

3.1.2 Justification du développement formel
Problémes bien posés

La premiere étape dans la justification du développement (3.2) est de mpmérehaque terme du déve-
loppement existe. Sans entrer dans les détails, les tefmeswa;, paj) €t (uzj41, w41, p2j+1) Sont les
solutions de problémes de type Reynolds et I'existence de ces termes estiatembd méme, les termes
(U241, Waj41,P2j+1) Sont les solutions de probleémes de Stokes dont on sait qu'ils sont biés. pos

Remarque 3.1

Il faut noter qu’un point essentiel dans la construction de I'an@®) consiste a déterminer le comportement
des correcteur@is; 1, Waj+1, P2j+1) lorsquey” tend verstoo. En effet, c’est cette limite qui doit étre contre-
balancée par le correcte(trs; 1, w41, p2j+1). Puisque les correcteu(8s;1, waj+1, p2j+1) Verifient un
probléme de Stokes linéaire, dans un domé&ittequi est périodique eX, on obtient le comportement des
solutions lorsqué&” tend verstoo en utilisant un développement en série de FourieXen

Borne uniforme sur les restes

La derniere étape de la justification du développement formel (3.2) est deemgue les “restes(R, S, Q)
sont effectivement des restes au sens ou ils tendent vers zérodarsgind vers). En pratique, le triplet
(R,S, Q) est la solution d'un probléme de Stokes dont les termes sources dépdedeat des derniers
correcteurSisy 1, usn+1, -.. L€ contréle des restes correspond donc & des estimations classoju@si
exemple [BF06]) des solutions d’un probleme de Stokes.
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Interprétation

Les résultats précédents indiquent que, quitte a chiisissez grand (ce qui est Iégitime siles données comme
par exemple la hauteur sont suffisamment régulieres), la solution w, p) du probleme de Stokes (3.1)
peut étre approchée par les premiers termes des sommes introduites dsatz I(8.2). Notons qu'il reste
une difficulté essentielle : celle de comparer par exemple la vitegse/) définie pour(x,y) € Q° et les
vitessesug(x, Z) out; (x, X,Y) définie tant6t dans le domaisiE® tantot dans le domairie x Q¥ voir [18].

3.2 Effet des rugosités a I'ordre principal

Dans cette partie, issue de travaux en collaboration avec Didier Breatterihe Choquet, Thierry Colin
et Marguerite Gisclon, on met en évidence que des rugosités mémes paiiteatpgvoir un effet a I'ordre
principal. Plus exactement, on montre que dans un domaine mince (rappspedt d'ordre) et rugueux
(rugosités d’ordre?) on peut approcher les équations de Stokes par une équation ded@eymalifiée. La
modification est explicitement donnée en fonction des rugosités. Précis@merbtient, lorsque les condi-
tions aux limites sont homogenes, la relatjgfyueux = K piisse OU Prugueux €1 piisse SONt respectivement les
pressions obtenues dans le cas rugueux et dans le cas lisseKetol est un coefficient dépendant de
la forme des rugosités. En un certain sens, ceci indique que I'écoul@sieatcéléré par les rugosités. Le
systeme limite est mathématiquement justifié grace a des méthodes de type cawvdmele échelle.

Ce type de résultat peut paraitre paradoxal au vu des résultats deidappécédente. En fait, les deux ap-
proches sont totalement différentes au sens ou les normes utiliséed pastes mémes : dans la premiére
approche, on sépare les effets dus aux rugosités et ceux dus ddaéfadisseur du domaine alors que dans
cette partie, les rugosités sont “rentrées” dans le domaine.

Domaine fluide

FiG. 3.2: Domaine mince et rugueux.

Plus généralement, le probleme comporte deux petites échelles : celle liee dnalorimee et celle liée aux
rugosités. Il estimportant de savoir quel est le lien entre ces échelleppovoir mener une étude compléte
(si les deux échelles sont découplées, le résultat dépend du choiardesldans le passage a la limite).
Dans [BC88, BC89, Dys77, Elr77] les deux échelles sont supp@sggass et la hauteur du domaine est de la
formeh®(z) = eh(z, Z). Dans [BCCO5] les rugosités sont supposées plus “lentes”. La ragede la forme
he(x) = e h(x, %) aveca < 1. Nous nous intéressons ici au cas suivant :

b E(X
€ _ 2 z
h (:L‘) = 5h1(§6) +ée hQ (62) .
Le domain&? dépend de et est alors défini par

QF={(r,2) eRxR; O0<z<l et 0<z<h®(x)}.
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Comme dans I'étude de la partie précédente, les équations de Stokes sgemsidérons ici couple le champ
des vitesses® = (u®, w®) et le champ de pressign :
—Au® +Vp* =0 surQ°,
div(u®) =0 sur Q°, (3.3)
u‘€|Z:0 = (8,0) et Ll€|z:hs = (0,0)

3.2.1 Description formelle

Dans un premier temps, on sépare la variable lerde la variable rapide d’oscillatioX = /2 en posant
h(z,X) = ehi(x) + e2h2(X). Afin de faire porter toute la dépendancesesur I'équation (et de travailler
dans un domaine fixe) on effectue le changement de variabie ik On écrit ensuite les équations

z
h(z,X
équivalentes a (3.3) dans les variahlesX, Z) sur le domaine
Q={(z, X, 2) eRxTxR, 0<zx<l 0<Z<1}.

Ensuite, on s’inspire du cas sans rugosité en injectant le développeamenits

e __ 2 e _ 2 s_i 1
u =ugteur+eus+---, w =wytew +ewy+--- et p —62p0+€p1+p2+”'

dans les équations obtenues. Par soucis de simplicité, nous n’écrisles gguations et renvoyons le lecteur
intéressé a [10].

Enfin, on identifie les termes d’ordre équivalent en puissaneedd@s chaque équation. Les premieres équa-
tions, c’est-a-dire pour les ordres en? ete~! dans|(3.3), impliquent quey, w, etpy ne dépendent pas de
la variable rapideX. L'ordre suivant permet de montrer entre autre gy@e dépend pas d&é et quew; ne
dépend pas d& . Aprés quelques tours de passe-passe algébriques, on obtient heesfext@é suivant :

—a%ZU() + h%axpo + MZOzuy =0,
dzpo = 0, (3.4
8m(h1uo) + 82(11]1 — Z0.hq - UO) =0,
OUM = [ |hh(X)*dX.
Exactement comme pour obtenir I'équation de Reynolds classique (voir inttmn et plus particuliérement

la page 11), on intégre deux fois la premiére équation par rapport aiddoleak . On utilise les conditions au
bordug|z—¢ = s etug|z=1 = 0 pour avoir une expression dg en fonction dep :

Z M52/2d
/ / M(s*~1%)/2 g1 —/ / MGE)2 g do €0 ds hy ()2 Oupo(x)
f 6M32/2 ds
fZ Ms?/2 gq
+|1-— 5 S
fO eMs /2 ds
Etant donnée la forme conservative de la derniére équation du syst&eo(8ad, (fol hluodZ> =0, ce
gui permet d’en déduire I'équation de Reynolds généralisée suivante :

h3 hi
Oy <128xp0> =0y <2Ks>

ou K peut s’exprimer directement a l'aide dé. La formule explicite est donnée dans [10], on notera toutefois
gue son développement limité palf petit est le suivant :

M
K=1+—+O(M?.
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3.2.2 Justification mathématique

La justification théorique de ce qui a été présenté de facon formelle cigipsst étre effectuée en utilisant
un procédé d’homogénéisation et une variante de la convergencke dohielle.

Définition 3.1
SoitQ = w x (0,1) € R x R. On dit qu'une suitév.(x, Z)).>o de fonctions dd.?(Q2) converge double

échelle vers une limitey(z, Z, X) dansL?(Q x T%1) et on notes.= v, Si

lim vg(:c,Z)\If(x,Z,:Q)dde:// vo(z, Z, X)¥(x, Z, X)dXdzdZ,
Q Jrd-1

e—0 (e}

pour toute fonction test (x, Z, X ) périodique en la troisiéme variable et satisfaisant
lim |\If(x Z, 2)|2da:dZ // (z,Z,X)|>dXdzdZ.
Td—1

Dans cette définition, la varlablﬁ joue le r6le d’'un paramétre. Les propriétés essentielles que nous avons
utilisées sont les suivantes (les trois premiéres sont classiques, veixgraple [All92], la derniére est une
conséquence immédiate des précédentes).

Lemme 3.1

a) De toute suitév®) bornée dand.?(§)) on peut extraire une sous suite qui converge double échelle
vers une limite.)® € L*(Q x T9-1). De plus, [, v*(z, Z, X)dX correspond & la limite faible de la
suite(v®) dansL?(2).

b) Si(v) est une suite bornée dah$(0, 1; H'(w)) qui converge faiblement versdansL?(0, 1; H'(w))
alors elle converge aussi double échelle vegsil existe une fonction' ¢ L?(Q; H'(T4~1)) telle que
VARTN Veo(z, Z) + Vxol(z, Z, X).

c) Si(v°) est une suite bornée dah$() telle que(c®V 1) est bornée dank?(Q) alors il existe une
fonctiony® € L2(; HY(T® 1)) telle quevs> 0 ete?V,v°> Vx1°(z, Z, X).

d) Si(v) estune suite bornée dah$((?) telle que(sV .v°) est bornée danis®($2) alors sa limite double
échelle® € L2(Q; H (T 1)) satisfaitV xv° = 0.

Le théoréme obtenu dans [10] est le suivant :

Théoréme 3.1

Soit (u, w®, pf)e~0 une suite de solution du probléeme de Sto(@8) dans le domain@°. La suite remise a
I'échelle { (u®, w* /e,e*p%) o (z,h°(x)Z)} ., converge double échelle vers la solution faiblg, w1, po) du
systeme de Reynolds général(84).

e Idées de preuveContrairement a I'obtention formelle des équations limites (paragraphe $aur)prou-

ver le théoréme 3|1 on commence mettre a I'échelle uniquement le domaine “numinosd (et pas les
rugosités).

Etape 1 : changement de domaine Pans un premier temps, on ré-écrit les équations de Stokes (3.3) dans
un domaine indépendant den effectuant le changement de variale= z/h*(z). Ceci permet de travailler

sur un probléme classique d’homogénéisation contenant une variable: Jamte variable rapide /e? dans

un domaine fixe.

Etape 2 : estimations -Les estimations sur les solutions de ce systéme (moralement un systéme dexStokes
coefficients variables) se font exactement comme celle d’un systeme des$taksique (on obtient d’abord
des estimations sur le champ des vitesses puis sur la pression) :

1
llzz@) S, IVWliz0) S 2 1920720 £ 1,

1

HP HL2 ;2

M | =

1
Ve 1@ S 5 1920710 S
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Etape 3 : limites double échelles D'aprés le lemme précédent, on déduit directement qu'il existe des fonc-
tionspy € L2(Q; L*(T)), ug € L*(Q; H'(T)) etwy € L*(; H'(T)) telles que

2 2
2p° = po, u®= ug et w= wo.

De plus, d’'apres la derniére propriété du lemme 3.1, on a immédiatevhent = 0 et Vyxwg = 0. Des
choix de fonctions tests judicieux permettent aussi de montrer sucaassivgueV ypy = 0, dzpg = 0

et dzwy = 0 (on notera que la derniere égalité implique = 0 compte tenu des conditions de Dirichlet
homogeénes appliquées:a).

Etape 4 : passage a la limite dans les équations_a derniére étape consiste a passer a la limite dans les
équations de Stokes (I'équation de la divergence et celle des momentspr@me (voir [10] pour les détails)
que la limite (ug, w1, po) satisfait le systeme (3.4), la vitesse verticale étant définie par (cette définition
peut paraitre parachutée mais elle est issue directement d'un des teriaésrarilation faible de I'équation

de la divergence) :
w1 = / m dXv
T

oun, € L2(Q, H'(T)) est définie pak (ew®)> V,0 + V x71.

3.2.3 Applications numeériques

Pour visualiser I'effet des rugosités, nous avons tracé sur un mémkigma la solution de I'équation de
Reynolds dans la cas d’'un domaine lisse et la solution de I'équation de lesydans le cas d’'un domaine
rugueux.

e Dans la premiére figure (voir fig. 3.3) des conditions de Dirichlet homagsoet imposées sur la pression :
plz=0 = pla=1 = 0. De plus, deux domaines physiques sont représentés. Le premievifgiligs) dont la
hauteur est lisseli(z) = ehy(x) avechy (r) = 222 — 2z + 1 et le second (en trait plein) prenant en compte
des rugositésh(x) = chy(z) +e2ha(x/e?) avechs (X ) = sin(X). Les profils de pressions sont représentées
sur le méme graphique, confirmant que la présence des rugosités augntentaximum de pression dans
des domaines “convergents” (Ia ou la haute@écroit).

1.4

S Height domain
1.0 L N without rugosities

0.6 . b f
g 3
g N

/ \ Height domain
0.2 / \ with rugosities

-0.2

-0.6

Pressure profile without rugositi
-1.0

Pressure profile with rugosities—

-1.4
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FiG. 3.3: Comparaison de pression dans un domaine mince lisse et dans unealoriraia rugueux : condi-
tions de Dirichlet homogénes.
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e Dans la second figure (voir fig. 3.4), les conditions a gauche comegpo a des conditions de flux imposé
par une condition de Neumann homogend.;—, = 0 alors que la condition a droite reste une condition de
Dirichlet homogéne p|,—; = 0.

Pressure profile with rugosities

1.6

Pressure profile without rugosities

1.4
1.2
1.0
0.8
0.6

0.4 Height domain
with rugosities

0.2 Height domain
without rugosities

0.0
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 *

FIG. 3.4: Comparaison de pression dans un domaine mince lisse et dans unelorimai@ rugueux : condition
de Neumann homogene a gauche et Dirichlet homogéne a droite.

e Un exemple de condition non homogéne au bord est donné par lalfigl@e3tést correspond aux condi-
tions au bord suivantey!|,—o = 2 etp|,—1 = 0.

2.8

Pressure profile with rugosities

2.4

Pressure profile without rugosities|

2.0

1.6

1.2

0.8

/

04 | Height domain
with rugosities

Height domain™
without rugosities\

0.0

-0.4

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. 3.5: Comparaison de pression dans un domaine mince lisse et dans unelomrae rugueux : flux
imposé a gauche.
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Chapitre 4

Influence de la topographie sur les modeles
de Saint Venant

Ce chapitre est essentiellement issu de I'article [8] écrit en collaboratemMearc Boutounet, Pascal Noble
et Jean-Paul Vila. On y obtient de nouveaux modéles pour les écoulelamimsires a surface libre guidés
par la gravité. Ces modeéles prennent en compte d’une part la topogdapliuied, d’autre part les effets de la
capillarité. Pour mettre nos résultats en relief, notons que dans la biblidgi@picternant de tels problémes,
I'approche usuelle est d’approximer la vitesse par une vitesse indépende la hauteur et de supposer que
la viscosité est négligeable (voir par exemple [GP01] dans le cas d'uhpilabet [BMCPV03, BW04] dans

le cas d’'un fond non plat). Dans notre travail, la viscosité n’est pasosd@gpnégligeable ce qui impose au
champ des vitesses d’étre, a I'ordre principal, parabolique.

Aprés avoir expliqué la méthode utilisée dans le cas d'un fond plat (par)i@dus décrirons brievement les
difficultés rencontrées dans le cas d’un fond non plat (parties 4.2)et 4.3

4.1 Equations de Saint Venant sur un fond plat

Physiquement, le cas le plus élémentaire correspond au cas d’un écardamertouche de fluide newtonien,
incompressible, sur un fond plat d’inclinaiséet soumis uniquement a I'effet de la gravité (voir la figure 4.1).

N

X

T T

FiG. 4.1: Ecoulement sur un fond plat. A droite on a représenté un écoulemiémtme dont la hauteur est
constante et pour lequel le profil de vitesse est parabolique.

Les équations décrivant le mouvement sont les eéquations de NaviesStalompressible (voir les équa-
tions (5)) ou la force est donnée dans le repdre ) parf = g (sin(f), cos(f)). Dans ce méme repere, le
domaine physique sur lequel les équations sont valides s’écrit

Q(t):{(x,z)eRQ ; zeR et 0<z<h(txz)}.
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La fonction inconnué: désigne la hauteur de fluide. Elle peut étre en fait déterminée grace aditiaas
au bord du domaine : en bas, on impose une condition d’adhérencejteonhi@aduit le fait que la frontiére
z = h(t,x) est transportée par le fluide (condition d'imperméabilité). Une derniérditiam correspond a la
continuité de la contraintes(= 2n,D(u) — pId) a la surface libre du fluide. On impose donc

u(xz,0) =0, w(x,0)=0,
Oh(t,x) + u(x, h(t,x))0sh(t, x) = w(z, h(t,z)),
(2nsD(u) —pId) -n=xrkHn sur z=h(t, x).

Le vecteum désigne la normale a la surface du fluide alors fudésigne la courbure de cette surface. Ces
deux quantités peuvent directement s’exprimer a l'aide de la halteur

e Moyenner sur la hauteur - Un des principes de I'obtention des équations de Saint Venant est diutilise
des quantités moyennées sur la “verticale”. En utilisant les conditions dupbécédentes, les équations de
Navier-Stokes moyennéesg( intégrées pout € [0, h(x)]) s’écrivent

h
0

h h h h
2 — u) — U )
&(/0 u)+am(/0 u)+ax(/0 p)_znsam(/o Opu) — nsd:ul _, 4.1)

Kk 02, h O
(1+ (9:h)2)32

e Adimensionnement -L'étape suivante correspond a la mise sous forme adimensionnelle desoéqu
Celle-ci peut se faire comme proposé dans l'introduction de ce mémoireldvpartie D.2 a la page 12).
Rappelons que ce procédé permet d’introduire quatre nombres samstimele rapport des longueussle
nombre de ReynoldRe, le nombre de Froud&r et le nombre de Webéte. On ré-€écrit ainsi les équations
de Navier-Stokes, les conditions au bord ainsi que les équations m@geeingn déduit

+ gsin(6)h —

Re eRe
2 . _ 2 292
02 u + 7 sin(f) = eRe(Oru + 0z (u”) + 05 (vw)) + r Orp — €031,

0.p + cos(f) = @(iﬁzw + 202, w) — 2 Fr(0pw + 0z (uw) + 9, (w?)),

Re
L, = & Fr o2.h B 25.7-'1"a u 1+ &%(9:h)*
Plaen = 7 We (T 22(0,h)2)32 ~ “Re M==h 1= 2(9,h)2
4?0, h Opul _,

1—¢e2|0,h2

(4.2)

Ozu‘z = —528mw‘zzh +

=h

u’z:O =0.

Ecrit de la sorte, on fait apparaitre la solution uniforme pour laquelle les nesnw droite du systéme
précédent sont tous nuls (voir la figure 4.1 de droite) :
Re . z
hz)=1, wu(z,z)= }_—sm(&)z(l - 5), w(z,z) =0 et p(z,z)=(1—z)cos(h).
T
Physiquement, I'idée est de déterminer des régimes pour lesquels ootaveffeent une perturbation du cas
uniforme. En choisissant les parametres indépendants suivants :

eFr eRe _  e*Fr
o = -_—_, = -, R = N
Re Fr We
il suffit d'imposer quea, G et soient petit (typiquement d’ordre < 1), et quer soit d’ordrel. Pour
simplifier les écriture suivantes, on introduit aussi le param>ét4&e%.

B=¢cRe, 0
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e Développement en puissance de- Formellement on pose
u=ug+eu;+.., w=wyg+ecwy+.. € p=py+ep+..

En injectant ces développements dans les équations (4.2), on en dé@wimgle pour la vitesse horizontale
alordre0:

. z
uo(t, z,z) = Asin(f)z (h(t, T) — 5) )
Ceci permet d’approcher par exemple les quantités suivantes :

h h
V= 1/ u= }/\ sin(f)h? + O(e) et / u? = E/\2 sin(0)%h° + O(e) = §h1)2 + O(e)
h 3 . 15 5

Les équations moyennées (4.1) sont ainsi approchées par le systéme
1
Oth + 0, (3/\sin(9)h3> = O(e),

6 5 [ 5 |
3u(hv) + 0, (5%2) + 50 <2 cos(9)> ~hghOh = (3% - azuyzzo) +O(e).

En utilisant les expressions exactes payywy et pg on en déduit a l'aide du systeme (4.1) a I'ordren
puissance de des expressions exactes payfw; etp;. On a en particulier

1
dul,_, = 3% + 8 (1;0A2 sin(6)%0,h h* + g sin(0)auh h2> + O(&?).

Finalement les équations de Saint Venant sur un fond plat s’écrivent

Orh + 0y (;)\ sin(e)h3> =0,
(4.3)

2
@mm+axC%w>+5m<hcmw0—+fh@mh=

. 3v
5 3 5 3 <)\ sin(f)h — h> -7

1
8

N 7 _ 1. .
our = @)\2 sin(0)20,h h* + §)\ sin(0)0;h h?.

4.2 Equations de Navier-Stokes dans des coordonnées adaptées

Pour faire la méme étude dans le cas d'un fond non plat, nous allons commeancé-écrire les équations
de Navier-Stokes dans des coordonnées adaptées a la topografurid.du

Le cadre géométrique que nous avons utilisé dans [8] est celui ou le doesdiparamétré par une coordonnée
qui “suit” le fond (coordonnée notég et une coordonnée “transverse” (noggevoir la figure 4.2.

Dans la suite, on noter = (¢, &) et on supposera que la coordonnée cartésienest donnée a l'aide du
paramétragé€ — x(&). Ainsi, le domaing?(¢) ou se trouve le fluide & l'instamtest défini par

2 [ =) ) z < —s(z(£)) >
cean — 1€0=(L00 )i () ).
0<E&<h(E1)
Si le champ de vitesse est natéans les coordonnées= (z, z) etv dans les coordonnéés= (¢, £) alors

u = (0¢x) V.



44 Chapitre 4. Influence de la topographie sur les modeles de Saint Vena

FIG. 4.2: Systéme de coordonnées adopté pour un écoulement sur urofopthh

Le premier travail consiste donc a traduire les équations de Navier-Sagk&sque les équations moyen-
nées (qui sont écrites pour la viteaseans les coordonnéeg en terme d'équations pour la vitesgalans
les nouvelles coordonnégs Essentiellement, le changement de variable fait intervenir le jacabig® la
transformation J = det(9¢ x), ainsi que les matriced = (9¢x)~! et M = AA’. En notant que

M = ( ]‘04 2) avec M = (9: X)~'(Id — ss) (9 X)),

voici comment on peut écrire les équations de Navier-Stokes dans lesliesicoordonnées.
e La condition d’'incompressibilité s’écrit
dive(Jv) = 0. (4.4)

e Les équations du momense traduisent par deux équations, I'une pour la vitesse “horizoritatstl’'autre
pour la vitesse “verticaleV” (de sorte quer = (V, V) :

WV +VvNVeV+MVep=—gc(0: X) s+ T(v)
Hor (i ey
+ jM(dlvg(JPM) +0(JZ) + 5P ng),

_ — — (4.5)
WV +v.VeV+0p=—gc+I(v)

Wy J
+5 (dlvf(JMZ) + 0 )+ 5 P aEM),
ol on a décomposé les termes d’advection en introduisant

L'(v)\ _ ((9 X)_l( — 8§2§X V-V +2VhsV + f(v)s)
T(V) o —thﬁg l’ta?:x z 85 XV ’

et ou les termes de contrainte ¢{lans le repére initial) ont été écrits sous la forme

4t 4 _( P Z
A0 A —<th .

e Les conditions au bord -La condition de non glissement sur le fond du domaine (c’est-a-direpeu)
se traduit naturellement par
V=0 et V=0.

La condition d’imperméabilité a la surface libre (c’est-a-dire pour h(t, ¢)) devient

Ohh+V -Veh=1,
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et la condition de continuité de la contrainte a la surface libre s'écrit
NspMN¢h +nsZ +pMNV¢h = —xHV¢ h,
_ns(MZ)tVE h+ nsf —p=kKH,

la quantitéH désignant la courbure de la surface libre.

e Les équations moyennées’obtiennent en intégrant sur la haut¢Qrh) d’'une part la condition d’in-
compressibilité (4.4) et d’autre part les équations du moment (4.5). Pai est de la condition d’incom-
pressibilité, on obtient N N

d¢h + dive (h) =0,

_ h _ h
ouh = / Jethv = / JV. A partir de l'intégration des équations du moment|(4.5), on en déduit
0 0
~ h
(hv); + divg (/ JV oV + JpM) + mHJ]Z:hM|Z:hV€h =
0

h h
—gc/ J(0: X)ts — s J\ZZOM\Z:OZ|Z:0 +/ JT(v)
0 0

h h h
: s
+/0 pleg(JM)—l—z/O JM(P:VgM)—nS/O 0eM J Z

h h
+ n,dive / JMPM — n, / JPM :: Ve M.
0 0

4.3 Equations de Saint Venant sur un fond non plat

Le principe de cette partie est similaire a celui présenté pour obtenir leBdtgude Saint Venant dans le cas
d’'un fond plat. Par soucis de clarté nous ne détaillerons pas les calcldstdar intéressé pourra consulter
l'article [8].

La premiére étape consiste a adimensionner les équations de Navier{stekea-dire toutes les équations
présentées dans la partie précédente : condition d'incompressibilitéiocgudu moment, conditions au bord
et équations moyennées). Par rapport au cas du fond plat présestéadection 411, nous devons “adimen-
sionner la topographie”. Celle-ci intervient essentiellement a traversuidee’ dans les équations de la
partie précédente. Ainsi, & désigne une longueur caractéristique pour le rayon de courbured@fors on
introduit le parametre sans dimensin = % de sorte que la courbufé soit adimensionnée p&t = %H*.

On verra par la suite que le choix de 'ordre de grandeuf gléd’ordre ¢ ou d’ordrel) permet d'aboutir a
différents types de modeéles.

Exactement comme pour le cas plat, on ré-écrit le systéme adimenionné en ifaisevenir les paramétres
indépendants suivants :

2
i — R o), m=1T
Re Fr We
Formellement, en séparant les termes “sdrnes autres termes, on éciit= Jy+ O(c) et M = Mo+ O(e).
De méme, le systéme obtenu prend la forme suivante si on met dans les membeegke tous les termes
“sanse” (voir le systéeme/(4.2) pour I'analogue dans le cas d’un fond plat) :

Gs—g(JoV) — Asedo(Oex) Tt = Wy (t, €, v, p),
afp +e=Vp(t, €, v),

Ple_y, = Tp(t. & v[g_,),

IV le_y, = To(t, & v]e_y,),

v\gzo =0.

@ =0(), f=eRe=0(g), ¢

= 0(1).




46 Chapitre 4. Influence de la topographie sur les modeles de Saint Vena

Cette écriture permet, aprés avoir proposé les développements fodfmeld +cVi+..., V = Vo+eVi+...
etp = po + ep1 + ..., de mettre en ceuvre une méthode itérative pour obtenir des expresgitingesxde
chacun des termes.

Tous calculs faits, voici les équations de Saint Venant obtenues peutopographie arbitraire (on pourra
comparer au systeme (4.3) obtenu dans le cas d’un fond plat) :

O¢h + dive(ho) = 0,

- 6~ 5 h? 5~
O¢(hv) +dive [ —ht ® © —Jo M —c | —R=hM
,(ho) + §<5 U®U>+ﬂ 0 MoV <2JOC> Hﬁ oVeH
1 - 3J2 )
= =Ach(dcz) " ts — ~0f1> + —=T1 + N’ 15,

5 (Frchiocn) s - 200 4 5
ou7; et7; sont des fonctions (relativement compliquées 'Y @/, voir les détails dans [8].
Ecrit ainsi, le systéme (4.6) ne précise pas quelle paramétrisation est utdiséegfgnd (en fait la paramétri-
sation est cachée dans le changement de variable et done,dafis z, Jy et My). En pratique, le fond peut
étre paramétré de facon assez naturelle par les lignes de plus gratelél@eague celles-ci existent). Dans
ce cas, en notamtlinclinaison local maximale du fond et I'autre paramétre, on a

c=cos(®), 5= (o eont ) oo = (S ) =1 et w1

(4.6)

sin(#) sin(¢) cos(f)sin(¢p)  cos(¢)

Remarque 4.1

Le seul point qui reste a discuter concerne l'ordre de grandeur cleuldure de la surfacd. En effet, un
calcul simple montre que. = OrHy, + O(e), autrement dit qu’a 'ordre principal la courbure de la surface
libre est liée a la courbui; Hy, du fond. Ainsi, si la courbure du fond est petitig;(= O(c)) on retrouve des
modeles de Saint Vienant usuels avec une capillarité dehfyjdeh, voir [BDO3, BDL03].

Dans la suite, nous supposerons que le fond est vraiment non plat 4 qourbure est d’ordte 0 = O(1).

Avec ce paramétrage, le modéle de Saint Venant (4.6) prend une formexpllicite :

dvh + dive (hv) = 0,

. 6 /\262h5 B B 5
O¢(hv) +dIV§<ghv®v7 - dex ls®@oca ls) + %Vg(cfﬂ) =
K., . 1 ) 1 3v
_ 5hleg(@gl@ +sin(0) g, @) + 3 (/\h sin(0) <0> — F)

5y —1(8e, 0 + sin(0) g, b)
+ th sin(6) < %2(5529 — sin(6)0g, ¢) >

6 . 3 _— 1
+ <35 sin(6)0¢, ¢ — 1% cos(@)aglﬁ))\ h” sin(0) (O) )

Notons que si on s’intéresse a des modéles de Navier-Stokes dans ¢éoptaon en déduit des modeéles de
Saint Venant mono dimensionnels :

8th + Bg(hv) = 0,

6 N2sin(0)2h5 5 ch?
Ou(hv) + O (S v - Sm7(5) + 55 ) + FhoZ 0
1 , 3v § o . 3NZRS
- B(Ah sin(0) — ?) ~ 5" n(0)08 — = sin(8) cos(6)0e.
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Chapitre 5

Singularités dans des écoulements minces de
fluides de type Bingham

Ce chapitre est un résumé de ce qui est présenté dans I'article [19]d&mmit la pression au sein d’'un fluide
injecté entre deux plagues paralléles et rencontrant une singulariténé&ioh de I'angle de la singularité, on
donne un équivalent de la pression dans les coordonnées polaivessimage de la singularité. Les fluides
considérés sont des fluides newtoniens généralisés (y compris les fiisdail). Des applications numériques
permettent de visualiser les résultats.

Dans un tel cadre physique, les premiers travaux auxquels nousorouses référés datent de 1963 : H.-K.
Moffatt [Mof63] étudie le comportement d’'un écoulement de fluide newton@nfiné entre deux plaques et
rencontrant une singularité. Plus tard, dans [HTL88], O. Hassadeile Lauridsen se sont intéressés au cas
des fluides dits en loi de puissance alors que dans [HRI77] R.-R. Haitg®l-I. Tanner ont présenté le cas
de fluide du type second ordre. Notre objectif est de donner une mégéodeale permettant de décrire ces
comportements pour une large classe de fluide.

FiG. 5.1: Problématique du chapitre : comment se comporte la pression au veidm&gsingularité ?

Etant donnée la nature du probléme (voir la figure 5.1), on travaillergptgo@ellement dans ce chapitre
en dimensior8 d’espace. Les coordonnées seront notéeg, z) et le champ des vitesses = (u, v, w).
Nous considérons un fluide incompressible newtonien généralisé adethist-un fluide incompressible dont
la contrainteo est donnée par

o = —pId +2f(4)D(u),

avecy? = Tr(D(u)?). Les choix classiques de fonctiofisont été donnés en introduction, page 5. Nous les
reprendrons comme exemple par la suite.
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5.1 Equation de Reynolds généralisée au voisinage d’une singularité

Dans I'approximation des films minces, c'est a dire en supposant que feuhalu domaine est petite par
rapport aux largeur et longueur, on approche les équations du meav@our un fluide newtonien généralisé
(voir I'équation [(6) donnée a la page 6) par

Ozp = 0:(f(V)0:u), Oyp = 0:(f(¥)05v), 0O.p=0,
Oxu + Oyv + 0w = 0,

ety = /(9.u)? + (9,v)2. Notons que la justification de ce passage a la limite “faible épaisseur” esgjustifi
pour certaines fonctiong, voir a ce sujet [SET05, Tao96]. Les conditions au bord que nousidémns sont
des conditions d’adhérence sur les plaques inférieure et supédiedi@maine. Pour des raisons de symétrie
(c’est essentiellemenia cette condition que I'hypothese de plagues paralléles est importante) on a

u=v=w=0 pourz=H/2,
o.u=0,v=w=0 pourz=0.

Avec ces conditions au bord, il est possible (en suivant toujours les sigides que pour obtenir I'équation
de Reynolds pour des écoulements newtoniens, voir page 10) d’éeeirgquiation sur la pression :

9z (9(X)0zp) + 9y (9(X)Oyp) =0, X = \/(3xp)2 + (9yp)?, (5.1)

H/2
oug(X) = % /o 2z G(zX) dz et ouG est définie par

X=f()Yy = 5=G(X).

Notons que pour définir correctemeHit il faut en particulier que I'applicatiog — f({)¢ soit inversible. En
pratique, pour I'étude qui nous concerne, on verra qu'il suffitalevpir inverser I'équation seulement pour
au voisinage dé et au voisinage de-oc.

Remarque 5.1

Dans le cas simple d’un fluide newtonien, la fonctiprest constante f(4) = ns. On en déduit qug est

aussi constanteg( X ) = H Dans ce cas newtonien, I'équatifBrl) correspond a I'équation de Reynolds

12ns
classiqug(15).
_ ~_
g e

FiG. 5.2: Différents types de singularités et d'écoulements possibles

Supposons que le domaine sur lequel est posée I'équation de Reyaldsossede une singularité, autrement
dit un “coin” entrant ou sortant (voir la figure 5.2). Pour pouvoir d&cde facon précise la pression au
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voisinage d’'une telle singularité, on écrit I'’équation (5.1) dans un systéneeardonnées polaires centré en
la singularité :

0,(r9(X)0p) + Lonta(X)m) =0, X =\ + (a0 (5:2)

Ce systeme est écrit po(r, §) € R x] — «, af ou 2« correspond a I'angle de la singularité. Les conditions
au bord que nous considérons sont de deux types selon les casuygisysigdiés.

Opp(r,a) = p(r,0) =0 pour un écoulement dit anti-symétrique,
Opp(r, ) = Ogp(r,0) =0 pour un écoulement dit symétrique.

Ainsi, sur la figure 5.2, les dessins aux extrémités sont des écoulemenysretiques alors que les deux
dessins centraux correspondent a des écoulements symeétriques.

5.2 Expression de la pression au voisinage d’une singularité

La question a laquelle nous avons répondu dans l'article [19] conéercemportement de la pression au
voisinage d’une singularité, et donc la résolution de I'équation (5.2) pqstit. L'idée est de chercher la
pression au voisinage de la singularité sous la fopred) = rp(0) + o(r™) avecm > 0. Les termes
dominants, lorsque est petit, dans I'équation (5.2) s'écrivent

3p(9(X)0pp) +m(mg(X)+(m - 1)Xg'(X))p =0, X =r""1/m2p?+ (pp)2.  (5.3)
Selon les cas, ce systéme est muni des conditions au bord suivantes :
¢'(a) = (0) =0 pour un écoulement anti-symétrique,
¢'(a) =¢'(0)=0  pour un écoulement symétrique.
Nous présentons dans ce manuscrit uniguement les résultats comdesrngcoulements antisymétriques, le
lecteur intéressé par le cas symétrique pourra consulter [19].
5.2.1 Cas des fluides newtoniens

Dans le cas d'un fluide newtonien, I'applicatignest constante (voir la remarque 5.1) et par conséquent
I'équation (5.3) s’écrity” +m?p = 0. Le réelm? correspond alors a la plus petite valeur propre non nulle du
laplacien, la fonctiorp est une fonction propre associée :

7r o
m=g_ et ¢(f) =sin <2a>

5.2.2 Cas des fluides a loi de puissance

Pour un fluide a loi de puissance orf @) = ns5"~'. Tous calculs faits I'équation (5.3) s’écrit

1 ) 2,2
(p”—i—mch—i—(n—l)m(m—l) Pty

=0
(U/me? + m2e?’

Etant donnés une valewr de I'angle de la singularité et un indice de puissanadans la loi de puissance,
cette équation munie des conditions “antisymétriques” au bord a été résohégiguement en utilisant une
méthode de tir, voir la figure 5.3. Par la suite la solut{em, ¢) correspondante sera notée = M, et
p=",.
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FiIG. 5.3: A gauche, les itérations successives convergeant vers la sajutio ¥, lorsquea = 37/4 et
n = 10. A droite, le champ de pressigiiz, y) correspondant.

Remarque 5.2
Dans ce type de probleme aux valeurs propres, il est possible d’olatemaleur den de facon explicite (voir
le Théoreme 3.2.4 dans [AJ92, p.359]. Avec les notations utilisées ici, on a

_ Ble)+n-—1 . 1 dnm?
MQ—W ou ﬂ(a)—2<1—ni\/(n—1)2+(ﬂ_2a)2>,

le signe indéterminé dans I'expression @l@alant+ si2a < w et— si2a > w. Les valeurs numériques
obtenues ont été confrontées (avec succes!) a ces valeurs tlesoriqu

5.2.3 Cas des fluides de type Carreau-Yasuda

Dans le cas d'un fluide dont la loi constitutive est la loi de Carreau-d@gdia fonctionf est donnée sous la
forme

FO) = Moo + (05 = moo) [1 4 (A4) )71/,
L'inverse de I'application — (f(¢) n’est pas simple a déterminer et n'est pas toujours définie®sSur
En fait on peut facilement voir qu’il n’est pas utile de la calculer exactentem effet, on recherche un
comportement asymptotique lorsque le fluide est au voisinage de la singwatigment dit on cherche un
équivalent de la pression lorsquest petit. Selon la valeur de par rapport & (voir I'expression deX (r, )
dans I'équation (5.3)), on s'intéresse donc au comportementXe¢ lorsqueX est proche dé (casm > 1)
ou lorsqueX est proche de-oo (casm < 1). Ainsi, seul le comportement d&) lorsquey est proche dé
et+oo est utile. Dans le cas de la loi Carreau-Yasuda, on a

f(%) ~ ns au voisinage dé et f(#%) ~ C 4" ! au voisinage de-co.
On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 5.1
Pour un écoulement “antisymétrique” d’un fluide satisfaisant la loi deg@arivasuda, la pressigfir, ) au
voisinage d’une singularité d’angteest equivalente &" o (6) ou

. 7 .
T Sia < 7/2, sin <W> Sia < 7/2,
My sia>m/2, D, (6) sia > /2.
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Le résultat de ce théoréme est illustré graphiquement par la figure 5.4ideeg&elon I'angle de la singu-
larité, la pression se comporte comme dans le cas d’un fluide newtonien fatigleou comme dans le cas
d’un fluide en loi de puissance (angle grand).

5.2.4 Cas des fluides a seuil

Dans le méme état d'esprit, il est possible d’établir un résultat concdesafitides a seuil. Pour un fluide a
seuil, la fonctionf n’est pas clairement définie @n(voir par exemple la définition d’un fluide de Bingham
page 5), par contre la réciproque de I'application- f({)¢ est bien définie suR™. Par exemple, pour un
fluide de Bingham, la fonctiot¥ correspondante vaut

zX — op
G(zX) = Ns
0 if zX < oy.

if 2X > oy,

: . . 2 [H/2
Connaissant alors le comportement@éet donc dey, via la relationg(X) = X/ 2z G(zX) dz) pour

. > J0 .
des petites ou des grandes valeursXdeon peut comme dans le cas de la loi de Carreau-Yasuda obtenir le
résultat suivant :

Théoréme 5.2
Pour un écoulement “antisymétrique” d’un fluide de type Bingham au voisidagie singularité d’angle
ona

— Soit2 o < , et le fluide a un comportement solide,

- Soit2 o > 7, et la pressiom(r, §) au voisinage de la singularité= 0 est équivalente &« (0.

Ce théoreme indique notamment qu’un fluide & seuil aura toujours un comearttesolide dans un coin
rentrant. Il est illustré par la figure 5.4 de droite.

m
— Power-law
— Newtonian omportement
O 0O Carreau—Yasuda 1

T

0 2 n a 0 /2 m

FiGc. 5.4: Dépendance entre la puissancet I'anglea. A gauche, pour un fluide newtonien (—), pour un
fluide en loi de puissance—) et pour un fluide de loi de Carreaud. A droite, pour un fluide de loi de
Herschel-Bulkley.
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Chapitre 6

Ecoulements diphasiques et films minces

Ce chapitre est issu du travail de thése de Bérénice Grec que j'aicesh®navec Guy Bayada (voir son
mémoire [[Gre08], repris en partie dans les articles [2, 4]). Lidée egilider des modeles diphasiques a
interfaces diffuses pour comprendre par exemple les phénoméneyvitidiaa en lubrification. En effet,

il existe plusieurs modeles qui tentent de reproduire ces phénomeénass @itdre d’exemples le modele
d’Elrod-Adams|[EIr81, EA75] ou encore un modéle basé sur I'équaedButkley-Leverett [BMV0B, Pao03].
Chacun de ces modéles posséde des limitations qui sont souvent dusgpatheses introduites. Ainsi dans
le modéle de Buckley-Leverett on suppose que les deux fluides saresdar le graphe d’une fonction de
la variablex, ce qui sous-entend qu’il ne peut y avoir de “retour” d’un fluide assdis de l'autre.

En utilisant un modeéle a interface diffuse, on espére donc pouvoiraaffir d’hypothése concernant I'in-
terface entre les deux fluides.

Domaine fluide

.

FiG. 6.1: Ecoulement diphasique entre deux surfaces proches et enmenivelatif.

6.1 Modélisation d’'un écoulement diphasique en lubrification

Un mélange de deux fluides newtoniens peut étre modélisé par les équatiNasidr-Stokes-Cahn-Hilliard
couplant le champ des vitessesle champ de pressignet le paramétre d’ordre (voir le systeme (12) a la
page 9) :

p(Omu+u-Vu)+ Vp —div(n(p)D(u)) = kuVep,

divu =0,
L v (B = 0 e
Pe ’

p=—a*Ap+ F'(p).

Op+u-Vo —
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Si on s'intéresse a des problémes issus de la lubrification, ces équaiitngsosées dans un domaife
dépendant d'un parametrex 1 et de la forme

QO ={(z,2)eR?* ; O<z<L et 0<z<ceh(z)}

Avant de décrire la situation pour des films minces, c’est-a-dire ppetit, rappelons que ce systeme (6.1) a
été étudié par Franck Boyer au cours de sa thése [Boy01], voir[Baes$9, Boy00, Boy02]. Il a en particulier
prouvé que le systéme ci-dessus était bien posé (sous des hypotiiéeasables pour le potentiél, la
fonction de viscositg...). Il a aussi effectué des simulations numeériques et proposé un algogteneous
avons utilisé par la suite (voir la partie 6.3). Notons toutefois que les résuleadistdnce qu'il a prouvé
nécessitent des conditions au bord de type Neumann pour le paraméthe ¢'oce qui n’est pas le cas dans
les problémes qui nous préoccupent. En effet, on souhaite modélisectiomjel’'un fluide. On devra imposer
la valeur dep en amont, et donc se donner une condition au bord de type Dirichlet.

L'idée de cette partie est la méme que celle qui a été développée dans leechafitr effectue un adimen-
sionnement des équations en faisant apparaitre deux longueungiiatigces : la largeur du domaine et sa
hauteur. On fait I'hnypothése que le rapport de ses deux grandsupett (c’'est le parameétre notg puis
on ré-écrit les équations adimensionnées en faisant intervenir ce pegaBien entendu, il faut aussi adi-
mensionner toutes les nouvelles quantités qui n'ont pas lieu d’étre daas dun écoulement newtonien
d’'un seul fluide. Par exemple, il faut faire un choix sur I'ordre dengeur (par rapport a) de la tension de
surfacex. Dans ce document, nous supposeronsrgest de I'ordre de, c’est-a-dire que nous nous mettons
dans un cadre physique ou les forces dues a la tension de surfagest@s. Le lecteur qui serait intéressé
par le cas ou la tension de surface n'est plus négligeable pourraltesri&liou bien la thése de Bérénice
Grec [Gre08]. De méme, essentiellement pour des raisons mathématigdiesetisionnement des quanti-
tésa et de la fonctionF' est fait pour que I'équation de Cahn-Hilliard conserve sa forme globahs te
probléme limitez = 0. Plus exactement, nous obtenons formellement lorsgue) le modéle suivant :

0:(n(p)0:u) = 0,p €t 9.p=0,
Ozt + O,w = 0,
1 .
Orp + u0zp + WO — ﬁdlv (B(p)Vu) =0,
p=—a’Ap+ F'(p),
défini sur le domain€@ = {(r,2) e R? ; 0 <z < L et 0 < z < h(z)}.

Exactement comme pour obtenir I'équation de Reynolds sur la pressiortiladesr équations de Navier-
Stokes, on peut intégrer deux fois par rapport a la variabéguation sur la vitesse. La seule différence avec
le cas monophasique est que la viscosité n’est pas constante. Unetéris@hne relation donnant la vitesse
horizontaleu en fonction de la pressignet du paramétre d'ordrg, on utilise la relation d’'incompressibilité

sous la formed, foh u(x,z)dz) = 0 pour en déduire une équation de type Reynolds (voir I'équation de
Reynolds classique (15) a la page 12). Tous calculs faits, on obtiergtknsy suivant :

8:]0(5 axp) = 81'(E S)

B A #
= — TA o — = = — o s s
u (B 3 ) Oxp + <1 A) s et w /0 Opu(z, ) d¢ 62)

1 .
Orp + u0zp + WO — ﬁdlv (B(p)Vu) =0,
p=—a’Ap+ F'(p).

_[f Ao r,z) = L. L, %)= e
A(x’z)/o e,y P )/0 ey O )/o (e, Q)

ou
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etA(z) = A(z, h(z)), B(z) = B(z, h(z)), C(z) = C(z,h(z)), D = C — B/AetE = B/A.

Comme dans tous les problémes liés a la lubrification que nous abordons)dégoes au bord pour le champ
des vitesses sont des conditions de type Dirichlet (avec vitesse impobés,afitesse nulle en haut et débit
imposé en amont). Les conditions au bord qui sont physiquement persmmentele parameétre d’ordredans
ce type d’écoulement sont des conditions de type “injection”. Plus préeisg on pose

u(z,0)=s, w(z,0)=0, wu(z,h(x))=0, w(z h(x)) =0,
h(0)
u(0,2)dz = qo, p(1) =0,
©(0,2) = pg(z), w0,2) =0,
One =0, Onp =0 surlesautres bords

>

(6.3)

Pour des raisons mathématiques, les résultats théoriques que nous désnenstdte ne sont prouves que
dans le cas oy, est constante, a valeurs dafts %, 1}. Autrement dit lorsque I'on injecte uniqguement un
seul fluide, ou un mélange uniforme des deux fluides.

6.2 Existence d’'une solution au probleme limite

Le systeme précédent (6.2)—(6.3) est un systeme couplant le changsd®py, le champ des vitessés, w)

et le parameétre d’ordr@. D’un point de vue pratique, les vitessegtw sont exprimées de maniére explicite
en fonction dey et . On peut donc voir le systéeme précédent comme un systeme de deux ésgj(Répnolds
et Cahn-Hilliard) a deux inconnues (pressjoet paramétre d’ordre). C’est en utilisant cette structure qu’on
démontre le résultat suivant (voir I'énoncé précis de ce théoreme asianveompléte de la preuve dans [2]
ou dans [Gre08, p. 165]) :

Théoréme 6.1
Il existe une solution faiblép, u, w, ¢, ;1) au systemé6.2)+6.3) telle que

pE L°°(0,+oo;H2(07L)),
u € L°°(0, +oo; HL(Q) N L>®(Q)), w € L™=(0, +o0; L*(Q)),
@ € L0, +o00; H'(Q)) N Lipe(0, +00; H* (), € L0, +oo; H(Q)).

e Eléments de preuve -Comme précisé ci-dessus, on peut ramener I'étude du systéme (6.2)tamesys
suivant couplant uniqguement pression et parameétre d’ordre :

0:(Dlp] 9op) = 0x(Elp] )

6.4
O + ulp|Ozp + wp|0p — %div (B(p)Vu) =0 avec u=—a’Ap+ F'(p). 4
Le principe de la preuve est de découpler I'équation de Reynolds deatiég de Cahn-Hilliard en utilisant
une méthode de point fixe. Plus précisément, étant donnée une valell, da obtient d’abord la pres-
sionp™*! solution de la premiére équation du systéme (6.4). Ensuite, & partir de cet®pg& ! on résout
la seconde équation du systéme (6.4) pour en dédgiliré, etc. Lobjectif étant de passer a la limite— 400
dans ce processus, il faut donc avoir de “bonnes” estimations paauok des deux équations.
e L'éguation de Reynolds (premiere équation du systéme (6.4)) étant elliptiqufit de se convaincre
que les coefficientf)[go] etE[ap] sont assez réguliers pour obtenir une “bonne” estimation sur la pression
En pratique, on montre que dés que= H'(Q2) alors D[] et E[p] sont dansH (0, L) et qu'il existe une
constante telle quef)[ap] > 0 > 0 (ce qui implique la coercivité de I'équation de Reynolds étudiée).
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e L'étape suivante consiste a, connaissant la régularigéetelep, en déduire la régularité du champ de vitesse
(u,w). Ces estimations sont immédiates puisque des formules explicites fournissianten fonction dep

et dep (voir le systéme (6.2)).

e La derniére étape est celle concernant I'équation de Cahn-Hilliardr{decéquation du systéme (6.4)). Il
s’agit de, connaissant la régularité de la vite@sev), d'en déduire la régularité de la solutignLe principe
pour obtenir de telles estimations sur cette équation (et aussi I'existenoe stlution!) est d’utiliser une
méthode de Galerkin (on pourra consulter [Boy99, 11] pour ce typepdiehe concernant I'équation de
Cahn-Hilliard). La principale différence avec les résultats connusraugat vient du fait que les conditions
au bord sont différentes : habituellement les conditions utilisées sur Imparad’ordrey sont des conditions
de type Neumann alors que le probléme physique introduit ici fait apped éafelitions de type Dirichlet sur
une partie du bord (car on impose ce qui entre dans le domaine).

6.3 Applications numériques

6.3.1 Présentation de la méthode

Au cours de ces quelques lignes, je présente les travaux qui ontliéséamns la derniére partie de lathése de
Bérénice Grec [Gre08]. L'objectif est de proposer un algorithme péfactuer des simulations d’écoulement
diphasique dans des films minces en utilisant le modele décrit dans la partie 6.1.

La méthode qui a été utilisée est la méme que celle concernant la preuvedutiéol, a savoir une méthode
de splitting pour distinguer la partie Reynolds de la partie Cahn-Hilliard.

¢ Du point de vue de la discrétisation, nous avons choisi d’utiliser la métheslditiérences finis, et donc par
simplicité de travailler avec un domaine rectangulaire. Puisque la plupartrole@mes physiques réalistes
en lubrification sont posés sur des domaines courbes (voir par exenfierk 6.1 en introduction de ce
chapitre, ainsi que la définition du domaifié a la page 53) nous avons dans un premier temps ré-écrit tout
le systeme (6/2) sur un domaine rectangulaire (en introduisant la nouvedlbles& = = /h(z)).

e L'équation de Reynolds étant une équation elliptique “classique”, nousri&discrétisée de fagon usuelle.
A noter que les conditions au bord pour la pression sont une conditiope®fyichlet homogéne en= L, et

une condition de type Neumann non homogéne en0. Cette derniére condition pouvant étre explicitement
reliée a la condition de débit imposé par les conditions (6.3).

e Le champ des vitessés, w) est obtenu par une méthode de quadrature d’aprés les expresgbioitesx

du systeme (6.2).

e Pour ce qui est de la discrétisation de I'équation de Cahn-Hilliard, nausaepris la discrétisation qu’avait
proposé Franck Boyer au cours de sa thése [Boy01], sépargatréculier la partie transportée de la partie
diffusive (les détails de toutes les discrétisations sont décrites dar@gjkre

6.3.2 \Validation du programme

Comme pour tout algorithme, la premiere étape consiste a valider son congmge@ait au moyen de tests
“classiques” pour lesquels on connaipriori la solution. Deux types de validation sont présentées dans cette
partie.

e La premiére concernant I'équation de Reynolds, c’est-a-dire erapten= 1 I'équation de Cahn-Hilliard

est automatiquement satisfaite et on s'intéresse uniguement a un écoutemnephasique. On retrouve alors

le comportement connu (par exemple le phénomene de paliers pour la pyegsioles figures 6.2.

e La seconde pour vérifier I'influence des viscosités, et en particulisglerles rapports de viscosité entre les
deux fluides sont grands. La viscosité de I'eau étaritide Pa.s alors que celle du miel étantgi&0—2 Pa.s,

on a comparé (voir les figures 6.3) le déplacement d’une goutte de mietlddieau avec celui d’'une goutte
d’eau dans du miel.
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FIG. 6.3: Evolution d’une goutte de miel dans de I'eau (& gauche), et évoldtime goutte d’eau dans du
miel (a droite).

On a aussi observé gue le modeéle simplifié (par rapport aux équatiorevieri$Stokes complétes) permettait
gquand méme de capter des phénomenes bien connus dans le domainesutbssedts diphasiques : les
recirculations dans des gouttes (voir par exemple les travaux de Paekvigfi\vig07]). La figure 6.4, obtenue

avec le modéle (6.2), en est une illustration.

Champ des vitesses relatit

FiG. 6.4: Lignes de champ de vitesses montrant des recirculations dansuitee go

6.3.3 Application a la cavitation

Au cours de sa these, Bérénice Grec a effectué des simulations nursépiqubes d’'un cadre physique

réaliste pour lequel d’'autres essais numériques avaient déja été réadisd8MV06]. La géométrie est
décrite par un profil “convergent-divergent” :
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Le débit et la vitesse de cisaillement valent respectivement
q =0.28 et s=1.
Enfin, le rapport entre les deux viscosités est choisi pour corrdsp@n rapport eau / air :
m=1 et n =1000.

Sur la figure 6.5 jai repris les figures obtenues pour les valeurs cangdre d’ordrep aux tempst = 0,
t=02,t=0.5ett =2.

FiG. 6.5: Répartition des deux fluides a différents temps.

Le fluide le plus visqueux (I'eau) est initialement en bas. Sous I'effetiskilement et de la géométrie, il
se créé une zone de saturation (c’'est-a-dire une zone ou il n’y agiead sur la verticale). Cette situation
correspond au temps= 0.5. Pour information, le champ des vitesses a cet instant est indiqué surtaigu

Champ des vitesses au temps t 0.517

et P TV A |

P

FiG. 6.6: Champ des vitesses a l'instant ou I'eau sature.

Cette figure montre que le champ des vitesses est dirigé vers la gauctdrait'en le fluide saturex~ 7/30
etz > 20/30) : 'écoulement n’est pas en situation stationnaire. Les modéles classigaietspour hypothése
gue les deux fluides sont séparés par un graphe z ne peuvent pas capter les phénomenes ultérieurs. En

effet, dans la derniere image de la figurel 6.5 on voit que le fluide “revieatré&re” créant des zones ou trois
couches se superposent.
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Chapitre 7

Equation de Reynolds compressible

Comme décrit dans l'introduction de ce document, I'équation de Reynolits'éguation (15)) décrit la pres-
sion d’'un fluide dans des mécanismes lubrifiés. En pratique, cette équsttivaseutilisée avec des fluides
qui sont compressibles. Or pour obtenir I'équation de Reynolds (15)ite de départ est le systéme des
équations de Navier-Stokes incompressible. Bien entendu, il est pod'sibtenir une équation de Reynolds
dite compressible en partant des équations de Navier-Stokes compreSsibléquations sont souvent uti-
lisées, par exemple concernant les problemes liés aux lecteurs de dikgee®agnétiques ainsi qu’aux
bandes magnétiques : un trés mince film d’air se situe entre la téte de lectursupplat, voir [CIBKI1]
ou plus généralement les références de [GIM05, GMO01]. La justificatiasihématique de cette équation de
Reynolds compressible n'a été prouvée que trés récemment (voir leaxrdgaE. Marusic-Paloka et M.
Starcevic [EMO05] et [EMO09]) et uniguement dans le cas des gazifgrfaine des raisons principales de ce
manque de résultats mathématiques provient sans aucun doute de la difficiis&que liée aux équations
de Navier-Stokes compressible.

En 2003, Benoit Desjardins et Didier Bresch ont fait une avancédisajive dans la compréhension de
ces équations de Navier-Stokes compressible (voir [BD03]). lls aétddvert” une nouvelle estimation qui,
sous une hypothése sur les coefficients de Lamé (qui de maniére lg&iépandent de la densité), permet
d’avoir des informations essentielles et de justifier de nombreux résuletstnce (voir aussi leur travaux
suivants : [BD06a, BDO6b, BD07]). A la suite de leurs travaux, neesig justifié que I'équation de Reynolds
compressible est effectivement une approximation des équations dea-Stskes compressible, et ce dans
un cadre plus général que celui des gaz parfaits.

Ce travail, dont nous rappelons les grandes lignes ici, est détaillé dns [2

7.1 Equations de Navier-Stokes compressible a viscosités variables

Dans cette premiére partie, on présente succinctement quels sont leBantgé&ui permettent de prouver
I'existence d’une solution faible aux équations de Navier-Stokes cosiplesvec conditions de Dirichlet
non homogénes. Ces équations s’écrivent (voir le systéme (4))
Op + div(pu) = 0, 7.1)
9 (pu) + div(pu ® u) + Vp(p) = div(2u(p)D(u)) + V(A(p)div(u)) — roplulu. '
Pour fermer ce systéme, on donne les coefficients de Lagtg: ainsi que la pressiop en fonction de la
densitép. De trés nombreux travaux traitent du cas ou les coefficients de Lamiédépendants de la densité,
voir par exemple [Lio93, Lio98]. Dans leurs travaux, B. Desjardins.a@Bi@sch se sont penchés sur le cas ou
les coefficients de Lamé ne sont pas nécessairement constants. ledleneuatropie qu’ils ont mis en avant
nécessite tout de méme la relation suivante entre les deux coefficients de Lamé

Vs >0 A(s)=2(sp/(s) — u(s)). (7.2)
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7.1.1 LaBD entropie

Sous des hypotheses de bornes sur les fonctipnpset p, et sous cette hypothese (7.2), B. Desjardins et
D. Bresch ont démontré qu’il existait une solution (faible) aux équatiériy flés qu’on se donne une condi-
tion initiale. La clef de leur démonstration réside dans I'estimation de la “vite&seZ 21/ (p)V (In(p)).
Voici comment on obtient cette nouvelle estimation.

On multiplie tout d’abord I'équation de conservation de la masse (premieetiéqulu systeme (7.1)) par la

quantitéy’(p) = # ;
A (p) +u - Vo(p) + ' (p)div(u) = 0.
Ensuite on dérive par rapport aux variables d’espace :
iV p(p) + (u- V)Vep(p) + Vu: Vo(p) + V(i (p)div(u)) = 0.

En multipliant le résultat obtenu pap on en déduit, en notal = 2Vy(p) et en utilisant & nouveau la
conservation de la masse, que

9 (pU) + div(pu ® U) + 2Vu : Vpu(p) + 2pV (1 (p)div(u)) = 0. (7.3)
On ré-écrit les deux derniers termes comme
2Vu: Vu(p) = div(2u(p)Vu) — 2u(p)V(div(u))
= div(2u(p)D(u)) + div(2u(p)A(u)) — V(2u(p)div(u)) + 2V u(p)div(u),
20V (i (p)div(n)) = V(2pp/ (p)div(u)) — 2V u(p)div(u),

ou D et A correspondent respectivement aux parties symétrique et antisyméduggeadient. Enfin, en
sommant la relation (7.3) avec I'équation de conservation du moment (ségndtion du systéme (7.1)) il
vient

O (p(u+U)) +div(pu ® (u+U)) + Vp(p) = div(2u(p)A(a)) — rop|ufu
+ V(201 (p) — 2u(p) — Ap))div(u)).
C’est alors qu’on utilise I'hypothéske (7.2) pour en déduire
B (p(u+U)) + div(pu @ (u+ U)) + Vp(p) = div(2u(p) A(w)) — rop|ulu.

L'estimation classique que I'on peut faire a partir de cette relation (en la tesiatre la “vitesseu + U)
s'écrit sous la forme

d u+ U2

- (pH+Q(p)> +/ 2u(p)!A(U)!2+/ VP(p)-VsO(p)Jrro/ plul® = —To/ plulu-U.
tJo 2 Q Q Q Q

Dans cette relation, c’est le ternfig VP (p)- Vi (p) qui contient en fait plein d’informations, sous I'hypothése
gue la pression puisse se décomposer en la somme

p(p) = pr(p) + pc(p), (7.4)

la pressionp.(p) (appelée pression froide) explosant comme une puissangepder p petit et la pres-
sionpy(p) se comportant comme une pression “standard” (par exemple cgmme> 1). Les hypothéses
précises sont données dans les articles précités de D. Bresch etj&8rddes. Moralement, sous I'hypothése
de I'existence d’une pression froide, le tertheV P(p) - Vo(p) peut étre minoré de la fagon suivante :

Lv0-ve) 2 [1961+ 196" P

ouM < 0etouN > 0. Autrement dit, ce terme permet de controler & la foet 1/ p.
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7.1.2 Généralisation aux domaines bornés

La démonstration de Didier Bresch et Benoit Desjardins est faite dans t&ida domainé) sur lequel sont
posées les équations est soit I'espace tout erflles:R?, soit un domaine périodiquéX = T¢. Ainsi, aucune
condition au bord n’est nécessaire, en particulier pour justifier touterattég par parties éventuelle. Plus
récemment, ils ont, avec David Gérard-Varet, montré que leur résultat gtaiteevalable dans un domaine
borné. Les conditions au bord qu’ils ont considérées sur le champ dsediesont soit une condition de
Dirichlet homogeéngsoit une condition de Navier. De plus leur résultat impose que la densitéosaitante
sur chaque composante connexe du bord.

En vue des applications a la lubrification (ou une des parois est génénalemenouvement) nous avons
adapté leur démonstration dans le cas de conditions au bord de Dinoniétomogened.a principale dif-
ficulté étant donc de contrbler les termes de bords apparaissant ldrgétgations par partie. La méthode
classique dans ce type de probléme est d'utiliser un reléevemgaia vitesse pour se ramener a un probleme
avec une condition de Dirichlet homogéne mais contenant un terme soarpeetiére difficulté rencontré
est la suivante : si on ajoute un terme source dans I'équation de catigeréle la masse alors la méthode
d’obtention de I'entropie BD, voir les arguments développés dans la devient caduque ! On a donc
choisi de ne pas faire de relévement (et donc de travailler avec la vitgsigiueu) mais de tester I'équation
de conservation de la quantité de mouvement camtreu (ce qui permettra de justifier toutes les intégra-
tions par parties sans faire apparaitre de terme de bord). Bien ent@mdapport aux estimations obtenues
dans [BDGV07] de nombreux termes apparaissent. Notons par exengple gume

T = / div(pu® u) - u (7.5)
Q
devient aprés intégration par paﬂﬁes

Tz—/(pu@u):Vﬁ,
Q

puis est majoré par
Y < [Vilio [ pluf

Ce terme sera lui-méme contrélé (a I'aide du lemme de Gronwall) par le terme

1d 9
2dt</9'0‘u|>’

qui est issu du produdi; (pu) - u.

7.2 Solution stationnaire aux équations de Navier-Stokes compressible

Dans cette partie, on décrit brievement comment est prouvée dansd@8id¢nce d’une solution stationnaire
aux équations de Navier-Stokes compressible avec conditions de Dinoniétomogénes.

Rappelons que des résultats sur I'existence de solution stationnairewmtiodq de Navier-Stokes compres-
sible sont déja connus, dans le cas ou les coefficients de Lamé sotdantensoir par exemple I'ouvrage
de P.-L. Lions [Lio98]. La méthode employée dans [Lio98] consiste a reaplas termes temporeisp
eto(pu) par les termesp etapu. Lidée étant ensuite de passer a la limite lorsguend vers).
Malheureusement, cette méthode ne s’applique pas directement ici puisgodifiant I'équation de conser-
vation de la masse, on ne peut plus (on n’a pas su!) utiliser la méthode detBipie présentée dans la
partie 7.1.1.

! Oublions les termes de bord, ils sont compensés par ceux issug ddiv(pu @ u) - u.
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Le principe de notre preuve reste de s’appuyer sur les estimations faitgslel cas non stationnaire, en
essayant de les refaire sans utiliser les tertp®t 0;(pu). On s’apercoit rapidement que la seule véritable
utilisation des terme8;p et 9;(pu) est liée a I'utilisation du lemme de Gronwall. En particulier, I'estimation
BD et le travail fait autour de I'équation de conservation de la masse (vpartée 7.1.1) est toujours valide
sans le termé,p. Un des exemples d'utilisation du lemme de Gronwall dans les travaux angéeigtucelui
donné plus haut dans I'estimation du terthevoir (7.5). Le résultat qu’on prouve nécessite donc d'introduire
des termes de frottement (notg$u|u dans les équations de Navier-Stokes (7.1)). Ces frottements fournissen
une estimation supplémentaire : on contréjef,, plul?, et le termeY peut étre contrél&ia I'inégalité de
Young par

Tro 3 C ~13
T</ ul° + —|Vul7 / .
=5 plul 7’0‘ 17 @ [ P

A I'image de I'estimation de ce terme, on obtient les mémes résultats que dans ncgtationnaire, quitte
a supposer que le frottement est non nyl¥ 0).

7.3 Justification de I'équation de Reynolds compressible

On indique dans cette partie les arguments permettant de justifier que loréguedar du domaine tend vers
Zéro, les solutions des équations de Navier-Stokes compressible (t@stiae ou évolutif) admettent une
limite. La pression obtenue a la limite satisfait I'équation de Reynolds compressible

A notre connaissance, les seules références traitant de ce typebienmeasont les travaux de E. Marusic-
Paloka et M. Starcevic dans [EM05, EM09]. Dans ces deux articles, stifigunt I'équation de Reynolds
compressible comme “limite faible épaisseur” des équations de Stokes poaz parait. Dans leur modéle,
p(p) estdonc proportionnel & les viscosités sont constantes et ils ne tiennent pas compte des termetied’ine
u - Vu, ce qui rend leur systéme initial presque linéaire. Pour ces raisonsnithinde ne s’adapte pas du
tout au cas du résultat que nous avons montré dans [20].

Voici en quelques lignes la fagon dont nous avons procédé. De maaglatiwement classique (voir la par-
tie D.1 page 10), on adimensionne les équations en faisant apparaitredegrdedeurs caractéristiques du
domaine = pour la hauteur et pour la longueur. Le systeme de Navier-Stokes compressible (7.1} alécs

(0z(petie) + 8= (pewe) =0,
peteut -+ pew-Doue = 20, ((p:)0uic) + 505 (1(pe) D) + 0 (u(p2) D)

+ 02 (M(pe) (Duue + Dowe)) — glzawP (pe) = rope(uZ + 2*wl)sue, (7.6)
peucn(ew) + pewed(cwe) = 200 ((p2)d:tic) + 0 (n(p2) ) + 20 (u(p2)D2)

1 1 a
+ gaz (A(p) (Opue + D2we)) — 6—38zP(ps) — erope(u? + 2w?) 2w,

En gras, nous avons indiqué les termes qui, formellement, sont prédontlaastshaque équation lorsagtie
tend verg).

Le résultat de la partie précéd%tdﬁrme que pour tout > 0 il existe une solution a ce systéme. Le but de
cette partie est d’obtenir des estimations indépendantepdir &tre capable de passer a la limite> 0 dans
les équations et montrer ainsi rigoureusement que les termes obtenus a ladimhit@isuement les termes
notés en gras.

2 Plus exactement le résultat précédent couplé avec ceux correspandcas périodique (voir [BDO7]) puisque le domaine
considéré ici est borné dans une direction et périodique dans I'dregction.
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En pratique, il “suffit” de refaire les estimations des parties précédentssigant de prés toutes les dépen-
dances par rapport& On en déduit des estimations des vitesses w, ainsi que de la densit¢ en fonc-
tion dee. Des propriétés de compacité (utilisant essentiellement des résultats duntgoticn de H!(€2)
dansL?(Q) est compacte”) permettent de passer a la limite dans tous les termes du sys&@me (7

Au final, les limites respectiveset u de p. etu. veérifient

o [ o) =0

9= (u(p)d-u) — 9, P(p) =0,
0.P(p) = 0.

(7.7)

Lorsque laloi de pression est monotone, on peut ré-écrire ce systea@eauplant la vitessede la pressiop
(exactement comme on le fait pour obtenir I'équation de Reynolds dans laamampressible). On obtient
I'équation de Reynolds compressible suivante (en tenant compte daésamnedu bord pour la vitesse voir
par exemple les conditions aux limites données pour I'équation de Reynolgagdd.?) :

3 /
o (5200 ) <0 (4pe)

Il est intéressant de noter que pour une telle équation de Reynoldsigde le principe du maximum est
valide (voir par exemple [GIM05]). Par conséquent, pour des condittanbord physiquement réalistes, il
existe une constanig,in > 0 telle que la solutiomw de I'équation de Reynolds (7.7) satisfagse pmin. On
déduit que pour assez petit, on a. > £ > 0, ce qui implique que les hypothéses (7.4) faisant intervenir
la pression froide sont inutiles.

On notera aussi qu’a partir du systéme de Navier-Stokes compressblstationnaire) on peut obtenir et
justifier de la méme facgon I'équation de Reynolds compressible non stationnaire

di(ph) + a(g”i(ﬁ’;) 0up) = 2 (2ps).
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Conclusion et perspectives

Le contexte général dans lequel se situent les travaux présentésedangsnoire est celui des équations
aux dérivées partielles intervenant dans le domaine de la mécaniqueides.flianalyse asymptotique est
au coeur de ces études au sens ou dans la plupart des chapitresrihterviembre réet. Ce nombre se doit
d’étre tres petit... et tend méme vérdans de trés nombreux paragraphes.

Du point de vue de la modélisation, un tel petit nombre est généralementdéqrance d’'un contraste entre
deux grandeurs physiques. Typiquement dans un roulement a billasképr de la couche de fluide peut étre
de l'ordre de/ = 0.01mm alors que la taille de la bille vaut = 1c¢m. Le rapport (sans dimensiof) L est un
bon candidat pou... Un des points discuté dans ce mémoire concerne ces choix de gracatastsristiques.
Ainsi, dans le chapitre|1, le modéle de Reynolds-Oldroyd est obtenu apoésjudicieusement choisi les
ordres de grandeur des termes d’extra-contrainte. Généralemectiobesont guidés par un certain équilibre
des termes les plus pertinents physiquement. Le chapitre 4 au sujet desswaleddent Venant est un exemple
frappant d’une telle étude de modélisation : de nombreux parametres péysignt en jeux (dans le cas du
chapitre 4 ces parametres sont décrits par les quatre grandeursreansidn : le rapport des longueurs

le nombre de ReynoldRe, le nombre de Froud&r et le nombre de Webéte) et il faut trouver un cadre
physiquement réaliste dans lequel un modeéle asymptotique peut étre @&s/éhoix peuvent toujours étre
discutés et proposent une alternative a d’autres modéles. Par exemmolédie diphasique a interface diffuse
dans un domaine mince (voir le chapitre 6) permet de comparer nos résuttatseax des modeéles usuels
comme le modeéle d’Elrod-Adams. De méme, dans le chapitre 1 consacré ail&néent non newtonien
de type Oldroyd, on a comparé nos résultats avec ceux de J. Tichy J[ia96e H. Bellout et F. Talay
Akyildiz [BTAO4] qui n’avaient pas effectué le méme adimensionnement.

Méme si mes travaux s’inscrivent clairement dans une thématique de mathésaappliquées, de nombreux
détours m’ont conduit a analyser assez finement certaines équatiodéraiges partielles. D’un coté il faut
généralement justifier des passages a la lifite—~ 0) dans des équations aux dérivées partielles dont le
caractere bien posé podr> 0 n'est pas toujours une mince affaire (voir par exemple le cas des fluides
compressibles abordé au chapitre 7 ou le cas du modeéle d’'Oldroyd disccl@pitre 1). Ces passages a la
limite nécessitent d'utiliser des outils assez variés (techniques d’homoggmeist méthodes de correcteurs
au chapitre B3, estimations d’énergie et études de couche limite aux chapitrés ditc). D’un autre coté les
problémes limites obtenus (moralement lorsgue 0) sont généralement nouveaux et leur étude théorique
n'est pas toujours immédiate. En témoigne le chapitre 2 au cours duquelideanx résultats au sujet de
I'équation de Fokker-Planck stationnaire en domaine borné ont étééwprépondant ainsi a des questions
beaucoup plus générales que celle abordées dans le contexte de ceanémaoir

Des validations numériques des résultats obtenus ont souvent été gtdlisémble essentiel de pouvoir, au
moins modestement, intégrer les équations étudiées au sein d’'un code dlecaewpouvoir développer un
propre algorithme adapté au modéle. En général cette étape algorithmioos esstulement intéressante du
point de vue numérique mais aussi trés riche pour I'étude théorique ehfarébension des phénoménes (ma-
thématiques et physiques). Par exemple le schéma numérique mis en plabétpderdu modele Reynolds-
Oldroyd est trés proche de la preuve de I'existence d’une solution au méaf&le. Dans ce méme chapitre 1,
I'analyse de I'erreur est un “copier-coller” d’'une estimation d’énegqgie I'on peut faire dans le cas du modéle
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continu.

Ces trois points de vue (modélisation, théorique et numérique) donnertruapercu des travaux que j'ai
effectué depuis 2004. La fagon la plus naturelle de conclure ce mémbifereslonner quelques perspectives,
reprenant en partie certaines ouvertures évoquées au coursapéseshprécédents.

Mathématiques appliquées et applications des mathématiques

D’une maniére générale les mathématiques appliquées se doivent diigeiées. Bien que j'ai déja travaillé
en collaboration avec des “non mathématiciens”, certains de mes travatrenpétre reformulés et retravaillés
afin de s’adapter a un public plus appliqué. Avec Guy Bayada et Sébd&igin nous sommes actuellement
en train de reprendre les résultats concernant le modeéle de Reynolds«D(chapitre 1) afin de se placer dans
un cadre physique précis et réaliste. Les essais numériques palar@snontrer que nos résultats théoriques
peuvent se relire comme des résultats appliqués avec des “vraies’svalgisiques. Naturellement, pour que
le dialogue s'’installe facilement avec des mécaniciens, il faut pouvoindépa leurs attentes. En particulier,
il faut pouvoir réaliser des tests numériques relativement rapidementdaesujeux de données (données
initiales, conditions au bord, valeurs des coefficients) trés variés.dbes important d’avoir un code de calcul
relativement bien structuré et documenté. Ce processus est aséed géla plupart des études asymptotiques
gue j'ai menées pourraient étre confrontées a la réalité. L'efforedagprocher des applications peut aussi
permettre d’avoir d'autres idées d’applications des modeles présemgselaémoire. Ainsi, I'écoulement
sanguin ou la micro-fluidique sont clairement des domaines ou des fluidésaggment non newtoniens
s’écoulent dans des domaines minces...

Modéliser le phénomene de cavitation

Le chapitre 6 est essentiellement issu du travail de these de Bérénicaj@&rgai co-encadré avec Guy
Bayada. Il consiste en une étude théorique et numérique d’'un noumedeale d’écoulement diphasique
dans un domaine mince. Depuis cette étude, de nombreuses questiohaisientet la plupart d’entre-elles
tournent autour de la “cavitation”. Ce phénomeéne de création de bulledai®mdes chutes de pression est
a l'origine de nombreux phénomenes physiques trés répandus ealgénént liés a I'usure des matériaux.
Il semble difficile a modéliser car aucun modeéle actuel n’est pertinent. €efait certainement un chal-
lenge trés intéressant pour les prochaines années dans le milieu de laguéckes fluides et des domaines
minces. Les premiéres idées sont de comparer le modéle Reynolds-@lidma-fintroduit au chapitre 6)
avec les autres modeles déja connus (celui d’Elrod-Adams [EIr81, FAi7&ncore celui basé sur I'équation
de Buckley-Leverett [BMV06, Pao03]), puis ensuite de comprentde @rendre en compte la physique qui
fait défaut a ces modeles.

Montrer que les fluides existeront toujours...

D’un point de vue plus théorique, de trés nombreux problémes restentnrolus actuellement. Sans parler
des problémes liés aux équations de Navier-Stokes en dimehstonpeut mentionner le probléme d’exis-
tence globale (méme en dimensindu modele d’Oldroyd que j'ai présenté dans le chapitre 1, ou méme du
modéle de FENE évoqué au chapitre 2. Ainsi dans le chapitre 2, j'ai momgréans un certain régime (issu
de problématiques en domaine mince) la relation constitutive fournissantllgieétait bien posée : pour
chaque champ de vitesse on sait que la contrainte existe. Un nouveaangda dompréhension de ces mo-
deles pour des temps longs serait de savoir s'il existe une solution staténaa triviale (c’est-a-dire pour
laquelle I'extra-contrainte a véritablement un réle dans le mouvementz di 0) des équations complétes
du mouvement (équations (1), (2)) (3), (9).et/(10)).

Des rugosités plus rugueuses ?

Dans le chapitre |3 j'ai résumé les travaux correspondant aux réis¢n0] et [18]. Ceux-ci s'intéressent a
la réponse d’'un fluide selon la présence de rugosités au bord du doBamrugosités sont décrites dans les
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deux cas par une frontiére périodique dont la fréquence et la p&mued’ordres?, alors que le domaine
fluide est d’épaisseur.

- La premiere question naturelle est la suivante : que se passe-t-il dol@qugosité n'est plus décrite
par une fonction périodique ? Dans le cas d’un domaine fluide bidimensidertaille 1 et des rugosités
“aléatoires” de taille, des résultats récents ont été obtenu par David Gérard-Varet (v@x@aple [GV09]).
On peut imaginer prolonger ces résultats dans le cadre des films mincedéliére les effets de la forme
des rugosités sur I'approximation obtenue lorsgtend ver).

- La seconde question concerne le choix des ordres de grandedegmmaine et pour les rugosités. On
peut imaginer obtenir des résultats plus généraux pour des domainassgé&p mais avec des rugosités de
taille %, a > 1. On notera simplement que dans le chapitre 3 de ce mémoire (partie 3.2), lerchdixest
essentiel pour pouvoir fermer “simplement” le systéme sur les premiers ptdfilmison semble purement
algébrique et on ne voit pas de formulation équivalente pc4r2.
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