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Introduction

Ce mémoire est la synthèse de mes travaux réalisés depuis la fin de ma thèse en décembre 2003. Il traite de
la mécanique des fluides du point de vue mathématique, et plus particulièrementdu point de vue des équations
aux dérivées partielles. Plusieurs aspects y sont décrits : celui du comportement des fluides dans des domaines
de faible épaisseur ainsi que celui du comportement de fluides dits complexes. Plus précisément, ce mémoire
est composé des chapitres suivants :

- Introduction-
Dans cette première partie, je présente de manière assez générale les diverses notions utilisées par la suite
(équations usuelles, notations, principaux résultats connus...). Cette introduction est commune à tous les cha-
pitres et permet d’avoir un aperçu rapide des domaines qui sont développés par la suite.
Dans un deuxième temps, je présente les divers travaux que j’ai effectués ces cinq dernières années. Ces
travaux sont classés par “thèmes” :

Chapitre 1 -Fluides visco-élastiques et films minces-
Ce chapitre regroupe plusieurs de mes travaux effectués en collaboration avec Guy Bayada, Bérénice Grec et
Sébastien Martin. Il traite de façon générale du comportement des fluides visco-élastiques de type Oldroyd
dans le cadre de la lubrification. On y démontre en particulier des résultats théoriques sur le comportement
de ces fluides lorsque l’épaisseur du domaine devient petite, ainsi que des résultats numériques permettant de
valider le modèle limite.

Chapitre 2 -Modèles micro-macros, équation de Fokker-Planck et films minces-
Pour des fluides non newtoniens dont la rhéologie est plus complexe que celle décrite par le modèle d’Oldroyd,
la question du comportement des écoulements dans des domaines de faible épaisseur a été jusqu’à présent très
peu étudiée. Dans les articles correspondant à ce chapitre, je me suis essentiellement intéressé au devenir de
telles rhéologies (comme celle du modèle FENE) dans des domaines minces. Cette étude m’a naturellement
conduit à proposer de nouveaux résultats au sujet de l’équation de Fokker-Planck stationnaire.

Chapitre 3 -Phénomènes de rugosité dans des films minces-
Contrairement au chapitre précédent, l’historique sur les problèmes de rugosité dans des domaines minces
est assez riche. Les travaux présentés ici, résultats de collaborations avec Didier Bresch, Catherine Choquet,
Thierry Colin, Marguerite Gisclon et Sébastien Martin, complètent des travaux déjà connus. Plus exactement,
ils s’intéressent au cas de domaines minces (d’épaisseurε) et rugueux (de taille de rugositésε2) et montrent
que selon le point de vue adopté on peut voir ces rugosités comme une perturbation ou bien comme un effet à
l’ordre principal.

Chapitre 4 -Influence de la topographie sur les modèles de Saint Venant-
En collaboration avec Marc Boutounet, Pascal Noble et Jean-Paul Vila nous avons obtenu de façon rigoureuse
des équations de Saint Venant dans des domaines à fond non plat. L’approche suit principalement les idées
développées par Jean-Paul Vila lors de la mise en place d’un schéma itératifpour obtenir des développements
à tout ordre au voisinage d’un écoulement uniforme sur un plan incliné. Nous indiquerons dans ce chapitre les
ingrédients essentiels à la construction de ce schéma et verrons comment ona su adapter la méthode au cas
d’un fond non plat. Les modèles obtenus permettent de facilement voir l’influence de la topographie sur les
modèles classiques, en particulier si la courbure du fond est petite ou ne l’est pas.
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Chapitre 5 -Singularités dans les écoulements minces de fluides de type Bingham-
Ce chapitre, résumé d’un article réalisé avec Liviu Iulian Palade, est consacré à des écoulements non newto-
niens entre deux plaques parallèles proches. Nous nous sommes intéressés à des configurations où le fluide
rencontre une singularité. Selon le modèle de fluide non newtonien (par exemple fluide quasi-newtonien, ou
fluide à seuil de type Bingham) on décrit le profil de pression au voisinagede la singularité en fonction de
l’angle de cette singularité.

Chapitre 6 -Écoulement diphasiques et films minces-
Dans le cadre de la thèse de Bérénice Grec que j’ai co-encadré avec Guy Bayada, nous avons proposé et
étudié un modèle de mélange de deux fluides dans un domaine de faible épaisseur. En se basant sur les
modèles d’interface diffuse de type Cahn-Hilliard, nous avons montré que, sous des hypothèses raisonnables,
le modèle proposé était bien posé. Une étude numérique de ce modèle a aussiété menée, illustrant ainsi le
phénomène de cavitation.

Chapitre 7 -L’équation de Reynolds compressible-
L’équation de Reynolds pour des fluides incompressibles est une équation obtenue rigoureusement à partir des
équations de Navier-Stokes lorsque l’épaisseur du domaine tend vers0. Ce résultat théorique est justifié depuis
plus de vingt ans. Pour ce qui est du cas des fluides compressibles, seuls quelques travaux montrent que pour
des gaz parfaits la justification des équations de Reynolds compressible estencore valide. Nous avons, avec
Rémy Sart, montré que pour des gaz non nécessairement parfaits, cette approximation était aussi justifiée. Ce
travail a aussi permis d’obtenir de nouveaux résultats concernant l’existence de solutions stationnaires pour
les équations de Navier-Stokes compressible.

A - Hydrodynamique : les équations de Navier-Stokes

Les équations de bilan décrivant le mouvement d’un fluide dans un domainede l’espace forment un ensemble
de trois lois de conservation. Dans tous les travaux présentés dans ce mémoire, les écoulements sont supposés
isothermes et sans échange de chaleur avec le milieu extérieur. Ainsi les loisque nous considéreront sont
uniquement celle de conservation de la masse et celle de conservation de la quantité de mouvement.

• Conservation de la masse -Si ρ(t,x) désigne la densité (ou masse volumique) d’un fluide etu(t,x) sa
vitesse à l’instantt ∈ R

∗
+ et en position spatiale1 x ∈ Ω alors la loi de conservation de la masse se traduit par

la relation suivante (voir par exemple [BF06]) :

∂tρ+ div(ρu) = 0. (1)

• Conservation de la quantité de mouvement -Cette loi de conservation est directement issue du prin-
cipe fondamental de la mécanique de Newton. Elle s’écrit (là aussi on pourra consulter [BF06])

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u) − div(σ) = ρ f , (2)

oùσ est le tenseur des contraintes de l’écoulement et oùf représente l’ensemble des forces extérieures subies
par l’écoulement. Pour fermer un tel système, il faut par conséquent sedonner le tenseur des contraintes et les
forces extérieures. Ces dernières dépendent du contexte précis que l’on étudie et sont généralement définies
de manière explicite. Ainsi lorsque l’on veut prendre en compte des phénomènes de gravité on utilisera une
force extérieure de la formef = (0,−g) (voir par exemple la référence [8] ou le chapitre 4) et lorsque des
forces de frottement ne sont pas négligeables, on y ajoutera un terme du typef = −r0|u|u (voir par exemple
la référence [20] ou le chapitre 7 de ce mémoire). Quant au tenseur des contraintesσ, il est directement lié à

1Dans de nombreux chapitres de ce mémoire, par soucis de simplicité, les résultats seront énoncés dans le cas de la dimension2
d’espace. L’ensembleΩ est donc ici un ouvert deR2. Ces mêmes résultats sont généralement valides en dimension3. Ils sont d’ailleurs
énoncés et démontrés dans les articles cités dans un cadre général.
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la nature du fluide. Afin de faire apparaître la contribution de la contrainte aurepos ainsi que les contributions
visqueuses, on écrit généralementσ sous la forme

σ = (λ div u − p)Id + 2ηsD(u) + τ . (3)

Plus précisément, cette relation fait intervenir la pression hydrostatiquep, et les coefficients de viscositéλ
et ηs (coefficients dits de Lamé) qui peuvent éventuellement dépendre de la densitéρ. Le terme additifτ est
appelé l’extra-contrainte.

• Cas des fluides visqueux : les équations de Navier-Stokes -A partir de ces équations générales il
existe une hiérarchie de modèles allant du plus “simple” (le terme simple signifie icique le modèle comporte
peu de terme) au plus “complexe”. Ainsi, parle-t-on de fluide parfait lorsque la contrainte vérifieσ = −p Id,
et de fluide newtonien (ou fluide visqueux) lorsque l’extra-contrainteτ est nulle. Pour les fluides newtoniens,
les équations du mouvement (2) s’écrivent

{
∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u) + ∇p− div(2ηsD(u)) −∇(λ div u) = ρ f ,

∂tρ+ div(ρu) = 0.
(4)

Ce système est fermé dès qu’on se donne, outre les fonctions (souventconstantes)ηs et λ, une loi d’état,
c’est-à-dire dès que l’on connaît une relation entre pressionp et densitéρ. Par exemple pour modéliser un gaz
on utilise fréquemment une relation du typep = aργ , a etγ étant deux constantes. Le système (4) est ainsi un
système d’équations aux dérivées partielles ayant pour inconnuesu etρ.

Les équations de Navier-Stokes compressible (4) sont au coeur des travaux réalisés avec Rémy Sart, voir
la référence [20] ou le chapitre 7 de ce mémoire. On y montre en particulier que, sous des hypothèses sur
les coefficients de Lamé, il existe une unique solution stationnaire au système (4).

Dans le cas où le fluide newtonien est incompressible (lorsqu’il n’y a pas de dépendance entre la densitéρ et
la pressionp) l’équation de conservation de la masse (1) est équivalente à la condition dite d’incompressibilité
div u = 0. Dans ce cadre les équations régissant le mouvement s’écrivent

{
ρ (∂tu + u · ∇u) + ∇p− ηs∆u = ρ f ,

div u = 0.
(5)

Contrairement au cas compressible, la relation d’état (la densitéρ est ici une constante donnée) ne donne pas
d’information sur la pression mais celle-ci est quand même parfaitement déterminée par les équations (à une
constante additive près). D’un point de vue mathématique, la pressionp est un multiplicateur de Lagrange
associé à la contrainte d’incompressibilité divu = 0.

• Fluides quasi-newtoniens et fluides à seuil -Avant de décrire des fluides non newtoniens plus généraux
notons qu’il existe une classe de fluides “intermédiaires” appelée fluides quasi-newtoniens. Ce sont des fluides
pour lesquels la relation entre la contrainteσ et la déformationD(u) est explicite mais n’est plus simplement
linéaire comme c’est le cas pour les fluides newtoniens. Pour des fluides incompressibles, la contrainte est
alors de la formeσ = −p Id + 2f(γ̇)D(u) où γ̇ est le second invariant du tenseur des déformationsD(u),
c’est-à-dire tel quėγ2 = Tr(D(u)2). Selon la fonctionf , on obtient les modèles suivants :

Fluide newtonien . . . . . . . .f(γ̇) = ηs,

Loi de puissance . . . . . . . .f(γ̇) = ηsγ̇
n−1,

Loi de Carreau-Yasuda . . . .f(γ̇) = η∞ + (ηs − η∞)(1 + (λγ̇)a)(n−1)/a,

Fluide de Bingham . . . . . . .f(γ̇) =





ηs +
σ0

γ̇
si γ̇ 6= 0,

comportement solide siγ̇ = 0.
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Ainsi les équations régissant le mouvement d’un fluide incompressible quasi-newtonien sont

{
ρ (∂tu + u · ∇u) + ∇p− div(2f(γ̇)D(u)) = ρ f ,

div u = 0.
(6)

Les résultats présentés au chapitre 5 (qui sont un résumé de l’article [19]) concernent ces fluides. Lors-
qu’un tel fluide est confiné entre deux plaques parallèles et proches,on a décrit le comportement de la
pression au voisinage d’une singularité du domaine.

B - Fluides non newtoniens : du microscopique au macroscopique

Le comportement mécanique de nombreux fluides est bien décrit par la loi constitutive d’un fluide incom-
pressible newtonien, et donc par les équations de Navier-Stokes (5) présentées ci-dessus. Néanmoins d’autres
fluides ont des comportements qui ne sont pas pris en compte par de telles lois, et ce sont souvent ces fluides
qui entrent en jeux dans l’industrie, la biologie... Parmi ces fluides non newtoniens, on peut citer les solutions
de polymères dilués comme les peintures, les dentifrices ou les argiles. Le parti pris ici est de présenter un
modèle dit micro-macro (modèle FENE) qui, bien que plus complexe que certainsmodèles visco-élastiques, à
l’avantage d’une part de montrer comment généraliser naturellement des modèles purement macroscopiques,
et d’autre part d’avoir une meilleure compréhension physique de chacun des termes de ces modèles non new-
toniens.

B.1 Un modèle microscopique : le modèle FENE

Le modèle FENE est un modèle dit “micro-macro”. Cette terminologie indique qu’ilcouple des effets micro-
scopiques et l’hydrodynamique “classique”. Décrivons en quelqueslignes quels sont les ingrédients princi-
paux de cette dynamique microscopique.

• Mécanique du ressort -L’idée maîtresse de ces modèles consiste à identifier chaque molécule d’un
polymère à un vecteurQ appelé vecteur bout-à-bout (end-to-end en anglais). On assimile ainsi une molécule
à un ressort et on lui applique les lois classiques de la mécanique : étant donnée une force élastiqueE(Q),
la dynamique du ressort est donnée par∂2

ttQ + γ∂tQ = −E(Q), la constanteγ étant un coefficient d’amor-
tissement. Si on se place dans le cas où l’échelle de temps microscopique est beaucoup plus grande que
l’échelle de temps macroscopique, le terme∂2

ttQ est négligeable et on obtient une simple équation de trans-
port pour le ressort :γ∂tQ = −E(Q). Des termes de fluctuations thermodynamiques sous forme d’un bruit
blanc (mouvement brownien isotrope) sont généralement considérés dans ces dynamiques microscopiques :
γdQ = −E(Q)dt + γkθdWt, où Wt est un processus de Wiener,k est la constante de Boltzmann etθ
la température. Le lemme d’intégration d’Itô permet d’écrire2 une équation équivalente sur la fonction de
distributionψ(t,Q) :

∂tψ = kθ∆Qψ +
1

γ
divQ(E(Q)ψ). (7)

• Prise en compte de l’hydrodynamique -Dans le domaine macroscopique, la trajectoirex(t,X) d’une
particule de fluide issue de la positionX au tempst = 0 est déterminée par le champ des vitesses du fluideu
via l’équation différentielle ordinaire

∂tx(t,X) = u(t,x(t,X)), x(0,X) = X.

2 Les opérateurs laplacien et divergence apparaissant dans cette formulation sont des opérateurs de dérivation par rapport à la
variableQ, c’est pourquoi ils sont indicés parQ. Comme dans tout ce mémoire, un opérateur sans indice fera toujours référence à
des dérivées spatiales (par rapport àx), dans les autre cas, comme ici, on précisera la variable.



B - Fluides non newtoniens : du microscopique au macroscopique 7

La matrice jacobienne de l’applicationx 7→ X joue un rôle essentielle dans la description d’un milieu continu.
On lui associe le tenseur des déformations3

F(t,x(t,X)) = ∂x
∂X(t,X). En dérivant cette relation, il vient

∂tF + u · ∇F = ∇u · F . (8)

Pour comprendre le couplage micro-macro, on peut voir chaque particulemacroscopiquex comme un en-
semble de particules microscopiquesQ, voir la figure 1. En écrivantψ(t,X,Q) = ψ(t,x(t,X),Fq) où q
correspond à la direction lagrangienne, on obtient (en utilisant la relation (8))

d

dt
ψ = ∂tψ + u · ∇ψ + (∇u · Q) · ∇Qψ.

Ainsi, la relation cinétique (7) devient (en utilisant la condition d’incompressibilité div u = 0)

∂tψ + u · ∇ψ = −divQ((∇u · Q)ψ) + k θ∆Qψ +
1

γ
divQ(E(Q)ψ). (9)

Le chapitre 2 de ce mémoire est consacré à cette équation. Plusieurs résultats permettent de comprendre
la structure de ce modèle et en particulier d’assurer l’existence et l’unicitéd’une distributionψ dès qu’on
se donne un champ de vitesseu suffisamment régulier.

Ecoulement

Domaine fluide

FIG. 1: Sur la gauche, le domaine physique d’un écoulement d’une solution depolymères dilués. D’un point
de vue microscopique, les chaînes de polymère sont identifiées à des systèmes de ressorts indépendants.
L’orientation et la longueur de chaque polymère sont décrites par une quantitéψ distribuée dans une boule dont
le rayon représente l’élongation maximale du ressort. Sur la droite, les couleurs correspondent aux différentes
probabilités pour que le ressort soit dans une position donnée. Sur la figure, on a représenté le ressort qui a la
plus grande probabilité d’exister (il en est de même pour son symétrique parrapport à l’origine de la boule).

• Contribution des polymères au tenseur des contraintes -On dispose maintenant d’un modèle décrivant
l’évolution d’un polymère dans un champ de vitesseu. Pour pouvoir obtenir de façon complète l’équation
de conservation de la quantité de mouvement, il faut évaluer la contributionτ des polymères au tenseur des
contraintesσ. En utilisant le fait que le tenseur des contraintes testé contre un vecteur unitaire n fournit la

3 La convention choisie ici pour l’indiçage de ce tenseur est la suivante :

»

∂x

∂X

–

ij

=
∂xi

∂Xj

. De même, le gradient de vitesse est le

tenseur de composante[∇u]
ij

=
∂ui

∂xj

.
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force qui s’exerce sur l’élément de surface de normalen, on montre queτ s’exprime de la façon suivante
(voir [BHAC77]) :

τ =

∫
E(Q) ⊗ Qψ(Q) dQ − kγθ

(∫
ψ(Q) dQ

)
Id. (10)

Reste enfin à choisir l’expression de la forceE. Bien entendu ce choix est essentiel dans la physique puisque
c’est cette force qui est à la base de la modélisation. La dénomination FENE (Finite Extensible Nonlinear
Elasticity) provient justement de ce choix. Le modèle FENE est un modèle où lesressorts ont une longueur
d’extension finie. Pour ce modèle, la forceE est de la forme

E(Q) =
HQ

1 − ‖Q‖2

Q2
0

,

oùH est une constante d’élasticité et oùQ0 correspond à la longueur maximale d’élongation des ressorts.
Dans ce cas, le domaine de définition de la fonctionE est la bouleB de centre0 et de rayonQ0. L’équation (9)
est donc posée pour(t,x,Q) ∈ R

+
∗ × Ω ×B et les intégrales définissant la contrainteτ dans la relation (10)

sont des intégrales surB.
En toutes généralités, les équations régissant l’écoulement sont alors données par le couplage des équa-
tions (1), (2), (3), (9) et (10).

B.2 Un modèle macroscopique : le modèle d’Oldroyd

• Clôture du système -Bien entendu, il existe d’autres choix pour la force élastiqueE que celle proposée
pour le modèle FENE. Le cas le plus simple est celui d’une force linéaire (diteforce hookéenne) :

E(Q) = HQ, B = R
2.

Un des gros avantages de ce choix est que l’on peut obtenir, à partir del’équation (9) surψ, une équation
surτ (via la relation (10)). Autrement dit, le modèle initialement micro-macro peut se ré-écrire, comme on
va l’expliquer par la suite, en un système purement macroscopique, c’est-à-dire ne faisant plus intervenir
l’inconnue microscopiqueψ : on obtient le modèle d’Oldroyd.
On notera qu’il existe encore d’autres choix possibles de forcesE permettant d’obtenir un modèle macrosco-
pique (on obtient ainsi les modèles FENE-P, FENE-L, FENE-LS voir par exemple [GKL99]). Toutefois, dans
le cas du modèle FENE, il n’est pas possible d’en déduire un modèle purement macroscopique.

• Le cas hookéen -Plaçons nous donc dans le cas oùE(Q) = HQ etB = R
2. Pour obtenir l’équation

sur la contrainteτ à partir de l’équation surψ, on multiplie l’équation scalaire (9) par le tenseurQ⊗Q, puis
on intègre surB. Si on note provisoirementA =

∫
B Q ⊗ Qψ(Q) dQ alors on en déduit la relation suivante

sur le tenseurA :

∂tA + u · ∇A = 2kθ̺ Id − 2H

γ
A + ∇u · A + A · (∇u)T ,

où la quantité̺ est définie par̺ =
∫
B ψ(Q) dQ. D’après l’expression de la contrainteτ (voir la relation (10))

on en déduit que

∂tτ + u · ∇τ −∇u · τ − τ · (∇u)T +
2H

γ
τ = 2kθγ̺D(u).

Historiquement, ce modèle d’Oldroyd a été obtenu par des considérations totalement différentes (plus exac-
tement en faisant une analogie avec des systèmes masses / ressorts macroscopiques, voir [11] ou [Old50]).
L’approche initiale faisant intervenir la notion de dérivée convectée, le modèle d’Oldroyd s’écrit plus généra-
lement en faisant intervenir un coefficient supplémentairea ∈ [−1, 1] sous la forme :

λ (∂tτ + u · ∇τ + ga(∇u, τ )) + τ = 2ηsrD(u),

où ga(∇u, τ ) =
1 − a

2

(
τ · ∇u − (∇u)T · τ

)
− 1 + a

2

(
∇u · τ + τ · (∇u)T

)
.

(11)
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Une partie de ma thèse [11] a été consacrée à l’étude (théorique et numérique) de ce type de fluide visco-
élastique. Dans le cadre des domaines de faible épaisseur, une étude complète est présentée au chapitre 1.
On y démontre en particulier que lorsque l’épaisseur du domaine tend vers0 alors les équations de
Navier-Stokes (5) couplées à celle d’Oldroyd (11) convergent versun système d’équations bien posé.
Par ailleurs, une étude théorique et numérique du système limite a été réalisée (dans [6] et résumée dans
le chapitre 1 de ce mémoire).

C - Fluides non homogènes : le modèle de Cahn-Hilliard

Il existe de très nombreuses façons de modéliser des mélanges. Pour desraisons de simplicité, nous nous
intéresserons ici uniquement aux mélanges de deux fluides4. Les modèles les plus “naturels” sont des modèles
à deux vitesses. Ils consistent à écrire des équations du mouvement pourchaque fluide et de décrire l’interface
entre les deux fluides à l’aide de lois physiques (continuité de la vitesse et dela contrainte à travers l’interface).
Un des inconvénients de ces modèles est qu’il faut pouvoir être capable, en particulier numériquement, de
suivre la position précise de l’interface. On peut contourner cette difficulté en décrivant de façon continue la
transition entre les deux fluides, et en ayant un modèle à une seule vitesse.En 1958, J.W. Cahn et J.E. Hilliard
ont proposé un mécanisme permettant de prendre en compte des phénomènes d’échanges entre deux fluides.
Leur étude [CH58] se base sur des interactions chimiques à l’interface entre les deux fluides. Le modèle
obtenu, couplé à l’hydrodynamique, c’est-à-dire aux équations de Navier-Stokes dans le cas d’un mélange de
deux fluides newtoniens, s’écrit de la façon suivante (voir [Boy01]):





ρ (∂tu + u · ∇u) + ∇p− div(η(ϕ)D(u)) = κµ∇ϕ,
div u = 0,

∂tϕ+ u · ∇ϕ− 1

Pediv (B(ϕ)∇µ) = 0,

µ = −α2∆ϕ+ F ′(ϕ).

(12)

La fonctionϕ : R
+×Ω → R décrit, à chaque instant et en tout point, la proportion d’un des deux fluides dans

le mélange. Cette quantité est appelée un paramètre d’ordre et par définitionsatisfait (au moins formellement)
les inégalités0 ≤ ϕ ≤ 1.

Dans le système (12), écrit ici sous forme adimensionnée, le nombre de Peclet Pe mesure l’influence de la
diffusion à l’interface entre les deux fluides. Le nombre sans dimensionα décrit l’épaisseur de cette interface.
La fonctionF est un potentiel dont les étatsϕ = 0 etϕ = 1 sont desminima. Elle a pour rôle de séparer les
deux phases.

Ce modèle est très riche puisque non seulement il prend en compte la chimie à l’interface grâce au potentiel
chimiqueµ mais il permet aussi d’incorporer des termes de tension de surfaceκµ∇ϕ entre les deux fluides.

4 On peut bien sûr imaginer qu’une fois que l’on a compris comment mélanger deux fluides, il en va de même pour trois fluides,
quatre fluides... En pratique, l’extension n’est pas toujours immédiate,en témoigne les résultats de F. Boyer et C. Lapuerta au sujet
des modèles multiphasiques à interfaces diffuses, voir [BL06].
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C’est dans le chapitre 6 que je présente les travaux que nous avons, encollaboration avec Guy Bayada et
Bérénice Grec, obtenus au sujet de ce type d’écoulements. Plus précisément, le chapitre 6 est décomposé
en deux parties. Dans la première (voir l’article [2]) nous effectuons unpassage à la limite heuristique
dans les équations (12) lorsque l’épaisseur du domaine tend vers0. On obtient ainsi un système couplant
une pressionp indépendante de la variable verticale et le paramètre d’ordreϕ. Nous étudions ce modèle
et montrons l’existence d’une solution sous certaines conditions de petitesses sur les données. Dans la
seconde partie (référence [4]) nous avons simulé des écoulements diphasiques dans des domaines minces
à l’aide du modèle obtenu dans la première partie, prenant ainsi en compte la diffusion à l’interface entre
les deux phases et les effets de capillarité. Nous adaptons un schéma numérique dû à F. Boyer [Boy00,
Boy02] puis présentons des simulations numériques pour différentes applications. En particulier, nous
montrons que le modèle choisi permet de simuler de nouveaux aspects du phénomène de cavitation, dans
la mesure où il autorise la présence de plusieurs couches de chaque fluide.

D - Géométrie de l’écoulement : qu’est ce qu’un domaine mince ?

Comme indiqué à plusieurs reprises, hormis le fait que je me suis intéressé aux comportements des fluides
dits “complexes” (fluides non newtoniens, non homogènes...), la géométrie dans laquelle ces écoulements ont
lieu est particulière. En effet, la plupart de mes travaux consiste en l’étudedu comportement des fluides dans
des domaines minces, c’est-à-dire des domaines physiques où la “hauteur” est beaucoup plus petite que la
“longueur”. Les deux principales applications que j’ai abordées sontd’une part l’application à la lubrification
(typiquement l’étude d’un lubrifiant entre deux parois rigides très proches en mouvement relatif comme par
exemple dans un mécanisme de roulement à billes), d’autre part l’application aux écoulements à surface libre
comme les écoulements de ruisseaux ou les avalanches.

D.1 Lubrification et écoulements entre deux parois proches

• Considérations physiques -Selon O. Reynolds [Rey86], la lubrification désigne le contrôle de l’usure
des matériaux par l’introduction d’un film fluide qui réduit le frottement entreles surfaces en quasi-contact
et en mouvement relatif. Schématiquement, la situation peut être décrite par la figure 2. Un fluide s’écoule
entre deux parois proches l’une de l’autre. La vitesse relative entre lesdeux parois peut se traduire par le seul
mouvement de la paroi du bas. De même, il est usuel de considérer que la surface du bas est plane et que
toute la géométrie est portée par la surface du haut. Ainsi le domaine physique Ω sur lequel sont posées les
équations a la forme suivante :

Ωε =
{
(x, z) ∈ R

2 ; 0 < x < L et 0 < z < εh(x)
}
.

La fonctionh permet de décrire la géométrie de la surface supérieure et le paramètre sans dimensionε exprime
le faible rapport entre la longueur et la hauteur du domaine (ε≪ 1). Dans les mécanismes de lubrification de
type palier, ce nombre est de l’ordre de10−3.

• Formulation mathématique - Habituellement, les équations de Navier-Stokes incompressible (5) sont
mises sous forme adimensionnée en choisissant, en fonction du problème étudié, une échelle de temps et une
échelle d’espace. Lorsque le problème présente une forte anisotropie spatiale comme c’est le cas ici, il faut
faire intervenir deux échelles d’espace. Typiquement six = (x, z) alorsx est adimensionné par une longueur
caractéristiqueL et z est adimensionné par une autre longueurεL. Plus généralement, l’adimensionnement
utilisé dans le cadre de la lubrification est le suivant :

x = Lx⋆, z = εLz⋆, t = Tt⋆, u =
L

T
u⋆, w = ε

L

T
w⋆, p =

ηs
ε2T

p⋆, f = F0 f⋆.

Les équations de Navier-Stokes (5) s’écrivent alors dans le domaine renormalisé (comme il est très fréquent,
on ne note plus les étoiles⋆) :

Ω =
{
(x, z) ∈ R

2 ; 0 < x < 1 et 0 < z < h(x)
}
,
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Domaine fluide

z = εh(x)

s

FIG. 2: Géométrie schématisée d’un problème de lubrification.

sous la forme suivante :




Re(∂tu+ u∂xu+ w∂zu) +
1

ε2
∂xp− ∂2

xxu− 1

ε2
∂2
zzu =

Re
Fr f1

εRe(∂tw + u∂xw + w∂zw) +
1

ε3
∂zp− ε∂2

xxw − 1

ε
∂2
zzw =

Re
Fr f2

∂xu+ ∂zw = 0,

(13)

où le nombre de Reynolds est défini parRe = ρL2

ηsT
et le nombre de Froude parFr = L

T 2F0
. Si, par exemple,

ces deux nombres sans dimension sont de l’ordre de1 (comparativement àε) alors le système précédent
converge lorsqueε tend vers0 vers le système suivant :





∂xp− ∂2
zzu = 0,

∂zp = 0,

∂xu+ ∂zw = 0.

(14)

Les conditions physiques réalistes indiquent que le système (13) doit être muni des conditions au bord sui-
vantes : 

u(x, 0) = s, w(x, 0) = 0, u(x, h(x)) = 0, w(x, h(x)) = 0,

u(0, z) = ug(z), u(1, z) = ud(z), w(0, z) = wg(z), w(1, z) = wd(z),

p(1, 0) = 0.

Les fonctionsug, ud, wg etwd correspondent aux vitesses imposées en amont et en aval du domaine. Puisque
l’écoulement est à divergence nulle, pour que le problème soit bien poséil faut que ces applications vérifient
la relation de compatibilité suivante :

∫ h(0)
0 ug =

∫ h(0)
0 ud. Cette quantité correspond au débit entrant dans le

domaine. On le noteraq0.
A la limite ε = 0 on peut montrer que les conditions au bord correspondantes obtenues sur le système (14)
sont 

u(x, 0) = s, w(x, 0) = 0, u(x, h(x)) = 0, w(x, h(x)) = 0,
∫ h(0)

0
u(0, z) dz = q0,

p(1) = 0.

En particulier, les conditions sur la vitessew permettent d’écrire la dernière équation du système (14) sous la
forme∂x(

∫ h
0 u) = 0. Physiquement, cette équation n’est rien d’autre que la conservation du débit en fonction

de l’abscissex. Le système (14) a ainsi l’avantage de pouvoir se simplifier à la main très facilement : puisque la
pression ne dépend pas de la variablez, on peut intégrer directement la première équation deux fois par rapport
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à cette variablez. On en déduit l’expression de la vitesseu en fonction de la pressionp. La conservation du
débit permet alors d’avoir une équation parabolique en la pression uniquement. C’est l’équation de Reynolds :

∂x

(
h3

12
∂xp

)
= ∂x

(
h

2
s

)
. (15)

Tous ces résultats, aussi bien la dérivation formelle de l’équation de Reynolds que sa justification en terme
de limite des équations de Navier-Stokes, est connu depuis plusieurs années (1886 dans [Rey86] pour la
dérivation formelle, et 1984 dans [BC86] pour les justifications rigoureuses).

• Généralisation aux fluides visco-élastiques

Une des préoccupations de mes travaux a été de savoir si on pouvait généraliser cette approche à des
fluides non newtoniens, et en particulier à des fluides visco-élastiques detype Oldroyd. Un résumé de
cette étude (à la fois d’un point de vue théorique et numérique) fera l’objet du chapitre 1 du présent
mémoire. Il correspond aux références [5], [6] et [7].

• Effet des rugosités

Une autre façon de généraliser l’étude des écoulements de type Reynoldsest de comprendre l’effet de
rugosités sur les bords du domaine. La première question naturelle est de savoir comment “modéliser”
des rugosités. On s’est intéressé aux cas où la taille des rugosités est del’ordre deε2. Selon l’approche
envisagée (ce qui revient à regarder des approximations dans des normes différentes) les conclusions ne
seront pas du tout les mêmes. Dans la première partie du chapitre 3, on regarde les rugosités comme
une perturbation d’un écoulement dans un domaine lisse. On sépare ainsiles effets internes à l’écoule-
ment (ceux qui ne voient pas le bord) des effets au bord qui sont gouvernés par les rugosités. Dans la
seconde partie, on commence par “écraser” le domaine sur un rectangle de sorte à étudier un problème
sur une géométrie plus simple. Cet écrasement met en valeur les rugosités eton montre des résultats de
convergence vers un problème limite (ε→ 0) de Reynolds généralisé.

Domaine fluide
ε2 ε2

z = εh(x)

FIG. 3: Quel est l’effet des rugosités sur l’écoulement ?

D.2 Modèles de Saint Venant pour des écoulements à surface libre

• Formulation mathématique - Le principe des modèles de type Saint Venant (Shallow water en anglais)
est au départ le même que celui permettant d’obtenir l’équation de Reynoldsdans le cas de la lubrification. Il
s’agit d’obtenir une équation simplifiée5 des équations de Navier-Stokes. Les principales différences entre les
deux approches sont les suivantes :

5 Simplifiée au sens où elle “vit” dans un domaine de dimension inférieure.
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- D’une part la physique du problème qui ne permet pas d’effectuer lesmêmes adimensionnements (typique-
ment la pression n’est pas d’ordre1/ε2 dans les écoulements modélisés par les équations de Saint Venant). En
effet, les échelles auxquelles on s’intéresse pour ce type d’écoulement(écoulement océanique, modélisation
de rivière, d’avalanche...) font que les effets prépondérants sont dus à la gravité. Dans ce cas, les équations
décrivant le mouvement sont les équations de Navier-Stokes incompressible (voir les équations (5)) où un
terme de forçagef est donnée parf = (0,−g).
- D’autre part le phénomène physique de surface libre. L’écoulement n’est plus contraint entre deux surfaces
rigides mais seulement “posé” sur une surface rigide (voir la figure 4). Autrement dit, le domaine est l’une des
inconnues du problème. Néanmoins, on sait qu’il peut s’écrire sous la forme suivante, les coordonnéesx et z
étant adaptées à la géométrie :

Ω(t) =
{
(x, z) ∈ R

2 ; x ∈ R et b(x) < z < h(t, x)
}
.

La fonction b est une donnée du problème et correspond au “fond” du domaine. La fonction inconnueh
désigne la hauteur de fluide.

θ

h

x

z

x

z

h

ξ

θ

ξ

FIG. 4: Phénomène à surface libre : cas d’un fond plat et d’un fond non plat.

Le cas le plus élémentaire correspond au cas d’un écoulement d’une couche de fluide newtonien, incompres-
sible, sur un fond plat (fond penché d’inclinaisonθ, autrement dit la fonctionb vaut b(x) = − tan(θ)x) et
soumis uniquement à l’effet de la gravité (voir la figure 4 de gauche).
La hauteurh peut être en fait déterminée grâce aux conditions au bord, et en particulier grâce aux conditions
en “haut” du domaine : on traduit d’une part le fait que la frontièrez = h(t, x) est transportée par le fluide
(condition d’imperméabilité)

∂th(t, x) + u(x, h(t, x))∂xh(t, x) = w(x, h(t, x)),

et d’autre part que la contrainte est continue à travers l’interface. La contrainte dans le fluide (supposé newto-
nien incompressible) s’écrivantσ = 2ηsD(u)−pId et la contrainte à l’extérieure étant donnée par la pression
atmosphérique, cette dernière condition s’écrit

(2ηsD(u) − p Id) · n = κHn pour z = h(t, x).

Le vecteurn désigne la normale à la surface du fluide alors queH désigne la courbure de cette surface. Ces
deux quantités peuvent directement s’exprimer à l’aide de la hauteurh.

• Adimensionnement -La mise sous forme adimensionnelle peut se faire comme précédemment (voir la
partie D.1) excepté pour ce qui concerne la pression qui dans ce type de contexte est gouvernée par la gravité :

p = gHp⋆.



14 Introduction

La prise en compte de la courburevia le coefficientκ fait aussi intervenir un autre nombre sans dimension, le
nombre de Weber

We =
HU2

0

κ
.

On ré-écrit ainsi les équations de Navier-Stokes en essayant d’y voirune perturbation d’un cas stationnaire.
Ainsi, dans le cas d’un fond plat, on essaye de voir les équations de Navier-Stokes comme une perturbation
de l’écoulement donné par

h(x) = 1, u(x, z) =
Re
Fr sin(θ)z(1 − z

2
), w(x, z) = 0 et p(x, z) = (1 − z) cos(θ).

Physiquement, l’idée est de déterminer les régimes de paramètres pour lesquels on peut perturber le cas uni-
forme. En choisissant les paramètres indépendants suivants :

α =
εFr
Re , β = εRe, δ =

εRe
Fr , κ =

ε2Fr
We

,

on verra (voir [8] ou le résumé au chapitre 4) qu’il suffit d’imposer queα, β et δ soient petits (typiquement
d’ordreε), et queκ soit d’ordre1. N’ayant plus qu’un seul paramètre de référenceε, on pose

u = u0 + εu1 + ... , w = w0 + εw1 + ... et p = p0 + εp1 + ...

et on injecte ces développements dans les équations de Navier-Stokes.
Cette démarche permet d’obtenir rigoureusement un système d’équations approché couplant la hauteurh et la
vitesse “moyennée”v = 1

h

∫ h
0 u(x, z) dz. Ce sont les équations dites de Saint Venant.

Par exemple, dans le cas d’un fond plat, les équations obtenues s’écrivent (voir le chapitre 4 pour plus de
détails)





∂th+ ∂x

( Re
3Fr sin(θ)h3

)
= 0,

∂t(hv) + ∂x

(
6

5
hv2

)
+
δ

β
∂x

(
h2

2
cos(θ)

)
− κ

δ

β
h ∂3

xxxh =
1

β

(Re
Fr sin(θ)h− 3v

h

)
− τ,

où τ =
7Re2

120Fr2 sin(θ)2∂xhh
4 +

Re
8Fr sin(θ)∂thh

2.

• Généralisation à un fond non plat -

En collaboration avec Marc Boutounet, Pascal Noble et Jean-Paul Vila nous nous sommes intéressé à une
généralisation de cette approche dans le cas d’écoulement avec un fondnon plat. La question essentielle
à laquelle nous avons répondu est la suivante : comment la topographie modifie-t-elle les équations de
Saint Venant ci-dessus ? Un résumé des résultats et de la méthode employéeest exposé au chapitre 4.
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Chapitre 1

Fluides visco-élastiques et films minces

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats concernant le comportement des fluides visco-élastiques dans
des domaines minces. Les détails de cette partie, et en particulier toutes les preuves, sont décrites dans les
articles [5] et [6].
Comme indiqué en introduction, le modèle d’Oldroyd permet de prendre en compte des effets d’élasticité
dans l’écoulement d’un fluide. Dans les modèles proposés, il est d’usage de répartir la contrainte en une partie
visqueuse pondérée par1 − r où r est un paramètre réel dans[0, 1], et une partie élastiqueτ (qui s’annu-
lera lorsquer = 0). Dans ce contexte, les équations (5) sont complétées par l’ajout d’uneextra contrainte
satisfaisant la relation (11) :





ρ (∂tu + u · ∇u) + ∇p− (1 − r)ηs∆u − div τ = 0,

div u = 0,

λ (∂tτ + u · ∇τ + ga(∇u, τ )) + τ = 2ηsrD(u),

(1.1)

où l’application bilinéairega est donnée par

ga(∇u, τ ) =
1 − a

2

(
τ · ∇u − (∇u)T · τ

)
− 1 + a

2

(
∇u · τ + τ · (∇u)T

)
.

Ce modèle a eu beaucoup de succès ces50 dernières années puisque c’est le modèle le plus “simple” de fluide
visco-élastique. Malgré cela, les non linéarités issues essentiellement du termega(∇u, τ ) font de ce modèle
un véritable casse-tête du point de vue mathématique. Le lecteur intéressé par les aspects mathématiques
pourra consulter de très nombreuses références comme par exemple les articles suivants : [11, GS87, GS90a,
GS90b, GS91, GS92, LM00, MT04].
Dans le contexte des films minces et de la lubrification, il existe aussi de nombreux travaux au sujet des
écoulements non newtoniens. La plupart d’entre eux aboutissent à une équation de Reynolds généralisée,
c’est par exemple le cas des fluides quasi newtoniens, voir [Tao96]. D’autres auteurs, comme J. Tichy [Tic96]
ou H. Bellout et F. Talay Akyildiz [BTA04], ont proposé des modèles visco-élastiques en films minces avec
des lois de type Oldroyd (généralement aveca = 1 et r = 1) et pour des adimensionnements différents de
celui que nous allons proposer ici (typiquement, dans leurs articles toutesles composantes du tenseur des
contraintes ne sont pas adimensionnées de la même façon).

1.1 Équations en film mince : le passage formel

La principale difficulté pour obtenir des équations limites formelles dans un domaine mince est l’adimension-
nement des équations. En effet, si on ne choisit pas les “bonnes” grandeurs caractéristiques, on peut annuler
tous les effets et ne plus rien pouvoir observer à la limite. Le choix de ces adimensionnements est donc crucial.
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Dans le cadre de la lubrification, le choix des grandeurs caractéristiquespour les vitesses, longueur, pression
et temps correspond à celui présenté dans l’introduction (voir la partie D.1, page 10). Dans le cadre des fluides
visco-élastiques, il ne reste plus qu’à introduire une grandeur caractéristique pour l’extra contrainte. La façon
la plus pertinente (c’est-à-dire celle pour laquelle il reste le plus de termes dans le système initial une fois
passé à la limite) est de proposer l’adimensionnement suivant :

τ = τ ⋆
εL
ηsU

.

On pourra remarquer à la lecture de l’article [6] que ce choix n’est pas celui qui a été fait dans d’autres travaux
cités auparavant [BTA04, Tic96], et que ce choix n’est pertinent icique poura /∈ {−1, 1}.
On ré-écrit ensuite les équations (1.1) sous la forme adimensionnée en faisant intervenir un nouveau nombre
sans dimension, le nombre de DeborahDe = λ

εT . Rappelons que le domaine adimensionné sur lequel sont
posées les équations s’écrit

Ω =
{
(x, z) ∈ R

2 ; 0 < x < 1 et 0 < z < h(x)
}
.

Étant donnée l’anisotropie de ce domaine, on introduit les composantes du tenseur des contraintes et, comme
dans le cas newtonien, celles du vecteur des vitesses :

τ =

(
α β
β γ

)
et u = (u,w).

Formellement les termes prépondérants dans chaque équation du système (1.1) lorsqueε est petit s’écrivent





− (1 − r)∂2
zzu+ ∂xp− ∂zβ = 0,

∂zp = 0,

∂xu+ ∂zw = 0,

α+ De(1 − a)β∂zu = 0,

γ −De(1 + a)β∂zu) = 0,

β +
De
2

(
(1 − a)γ∂zu− (1 + a)α∂zu

)
= r∂zu.

(1.2)

Les trois dernières équations de ce système indiquent qu’il est facile d’expliciter les composantesα, β etγ du
tenseur des contraintes en fonction de la vitesse horizontaleu. Comme pour l’équation de Reynolds standard
la vitesse verticalew peut elle aussi s’obtenir directement à partir de la vitesse horizontaleu via la condition
d’incompressibilité et les conditions au bord pourw. Tous calculs faits, on en déduit que la limite (formelle)
du système (1.1) en film mince est entièrement déterminée par la connaissancedu couple vitesse-pression
(u, p) et que celui-ci est solution du système non linéaire suivant :





− (1 − r)∂2
zzu+ ∂xp− r∂z

( ∂zu

1 + De2(1 − a2)
∣∣∂zu

∣∣2
)

= 0,

∂zp = 0,

∂x
( ∫ h

0
u dz

)
= 0.

(1.3)

Les conditions aux limites considérées sur ce système sont issues de considérations physiques rencontrées
dans des mécanismes de lubrification (voir la partie concernant l’équation de Reynolds D.1, page 10). Ainsi,
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dans le cas de la dimension2 d’espace comme présenté ici1, on impose



u(x, 0) = s, u(x, h(x)) = 0 pour0 < x < 1,

p(1) = 0,
∫ h(0)

0
u(0, z) dz = q0.

(1.4)

1.2 Existence d’une solution au problème limite

1.2.1 Existence et unicité d’une solution faible

Nous avons obtenu dans [6] un premier résultat d’existence de solution faible au système (1.3) muni des
conditions au bord de type (1.4). Nous indiquons dans cette section, le résultat et les principales étapes y
conduisant.
On commence par définir une formulation faible en introduisant l’espace affineK(s, q0) constitué de l’en-
semble des applications qui sont dansL2(Ω), dont la dérivée par rapport à la variablez est aussi dansL2(Ω),
qui vérifie les conditions au bord{z = 0} et{z = h(x)} ci-dessus, et qui satisfait la condition de divergence
nulle et la condition de débit imposéq0 en un sens faible.
La formulation faible proposée pour le problème (1.3)-(1.4) est alors la suivante :

Trouveru ∈ K(s, q0) tel que pour toutϕ ∈ K(s, q0) on ait〈〈Au, u− ϕ〉〉 ≤ 〈〈F, u− ϕ〉〉 (1.5)

où l’opérateurA : K(s, q0) → (K(s, q0))
′ est défini par

〈〈Au, v〉〉 = (1 − r)
〈
∂zu, ∂zv

〉
L2(Ω)

+ r
〈 ∂zu

1 + De2(1 − a2)
∣∣∂zu

∣∣2 , ∂zv
〉
L2(Ω)

.

Le résultat démontré dans [6] est le suivant :

Théorème 1.1
Si r < 8/9 alors le problème(1.5)admet une unique solution.

La preuve est relativement classique du point de vue des inégalités variationnelles : on montre que l’opéra-
teurA est borné, coercif et monotone. Le coefficient8/9 apparaît naturellement lorsqu’on étudie la monotonie
de l’opérateurA. En fait, on sait que pourr ≥ 8/9 il existe des configurations où la solution n’est pas unique,
voir par exemple [9].

1.2.2 Régularité de la solution

En utilisant des techniques de type “Théorème de De Rham”, on peut déduire de l’existence de solution
faibleu, l’existence d’un pressionp pour que le couple(u, p) satisfasse le système (1.3) et les conditions (1.4).
Plus précisément, on montre le résultat suivant :

Théorème 1.2
Soitu l’unique solution du problème faible(1.5).

(i) Il existe une unique pressionp ∈ H1(0, 1) telle que(u, p) satisfasse les deux premières équations du
système(1.3)et les deux premières conditions au bord du système(1.4).

(ii) De plus, siu ∈ H1(Ω) alors(u, p) est solution de(1.3)–(1.4).

1Les conditions au bord sont un peu plus subtiles en dimensions supérieures, voir [6].



18 Chapitre 1. Fluides visco-élastiques et films minces

Lors de la justification rigoureuse du passage en film mince (voir la section 1.4) nous avons eu besoin dé-
montrer que la solution de ce système limite (1.3) était plus régulière. Voici le résultat démontré (voir [5]).

Théorème 1.3
Si r < 2/9 alors la solution(u, p) de (1.3)-(1.4)est “aussi régulière” que la hauteurh du domaineΩ.

Le terme “aussi régulière” se traduit de la façon suivante : sih est de classeCk sur(0, 1) alorsp ∈ Ck+1(0, 1),
u ∈ Ck+1(Ω), ∂zu ∈ Ck+1(Ω). Le théorème précis est énoncé dans [5].

La preuve de ce théorème est essentiellement le fruit de discussions avecP. Mironescu. Elle peut se résumer
de la façon suivante : bien qu’on ne puisse pas intégrer deux fois la première équation du système (1.3) par
rapport à la variablez pour en déduire la vitesse horizontaleu comme une fonction explicite de la pressionp
(comme on le fait pour obtenir l’équation de Reynolds standard, voir page 12), l’idée est de le faire de façon
implicite.
Plus précisément,via le théorème des fonctions implicites, on obtient une relation sur la pressionp qui s’écrit
sous la forme

U(x, p′)p′′ = −V (x, p′).

Les coefficientsU etV , dépendant de la hauteurh, étant “aussi réguliers” queh, la solutionp sera régulière
dès qu’on assurera queU ne s’annule pas. En pratique, on sait montrer queU < 0 dès quer < 2/9.

1.3 Applications numériques

Une étude numérique du système limite obtenu, c’est-à-dire du système (1.3)–(1.4), a été menée afin de
comprendre l’influence de la visco-élasticité sur un écoulement mince.

Remarque 1.1
Dans les autres parties de ce document la plupart des résultats sont énoncés dans le cas de la dimension2 d’es-
pace. Néanmoins, ils ont généralement été démontrés dans les articles cités aussi bien en dimension2 qu’en
dimension3. Du point de vue numérique ainsi que du point de vue des applications, le cas de la dimension3
est beaucoup plus riche et pertinent. Pour cette raison, les résultats de cette partie sont présentés dans le cas
de la dimension3 d’espace :(x, z) ∈ R

2 × R.

L’algorithme de résolution du système (1.3) est basé sur un nouvel algorithme de résolution de l’équation
de Reynolds dans le cas newtonien. L’idée est de résoudre l’équation de Reynolds dans le cas newtonien
sans découpler la vitesse de la pression, c’est-à-dire sans utiliser l’équation de Reynolds (15) donnée à la
page 12. En effet, on sait que dans le cas visco-élastique, ce découplage n’est plus possible (du moins de
façon explicite).

On a donc tout d’abord implémenté un code de calcul (en Fortran) afin de résoudre le système newtonien

(P)





− ∂2
zzu + ∇xp = 0,

divx

(∫ h

0
u(·, z) dz

)
= 0,

(1.6)

lorsquex ∈ [0, L] × [0, D] ⊂ R
2 et 0 < z < h(x). Sans entrer dans les détails des conditions au bord

en dimension3, précisons que dans tous les tests suivants la vitesseu est imposée au fond sous la forme
u|z=0 = (1, 0).
Le principe est de discrétiser ce problème par rapport à la variablex. On introduit ainsi un pas d’espace
“horizontal” δx ainsi queA et B, des versions discrètes des opérateurs∇x et divx. La hauteurh(x) est
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naturellement discrétisée par la matrice de coefficientshij = h(iδx, jδx). L’algorithme proposé est le schéma
semi-discrétisé suivant :

(Pk)





− ∂2
zzU

k+1(z) +A ◦ P k = 0,

P k+1 − P k + ξ B ◦
(
H̃U

k+1
)

= 0.

Le paramètreξ est un paramètre de relaxation. On a montré dans [6] que si ce paramètre est choisi de façon
adaptée alors cet algorithme converge :

Théorème 1.4
Si on a0 < ξ <

3 δ2x
2‖h‖3

L∞

alors pour toutk ∈ N, le problème(Pk) admet une solution telle que

(Uk, P k) ∈


∏

ij

H1(]0, hij [)


× R

Nx1
×Nx2 .

De plus cette suite(Uk, P k) vérifie

Uk ⇀ U dans
∏

ij

H1(]0, hij [) et P k → P dans R
Nx1

×Nx2 .

La preuve de ce résultat est essentiellement basée sur des estimations d’énergie semi-discrètes.

Dans le cas d’un fluide visco-élastique, l’idée et de voir le système (1.3) comme une perturbation du système
newtonien (1.6). Plus précisément, on écrit le système visco-élastique (1.3)comme la limite d’un processus
de type point fixe :

(Pn)





− ∂z
(
f(un)∂zu

n+1
)

+ ∇xp
n+1 = 0,

divx

(∫ h

0
un+1(·, z) dz

)
= 0,

avec
f(un) = (1 − r) +

r

1 + De2(1 − a2)
∣∣∂zun

∣∣2 .

Plusieurs tests ont été effectués (en particulier pour valider la discrétisation et voir l’influence du paramètre de
relaxationξ). Dans le cadre de la lubrification, la quantité qui est la plus pertinente est lapression. D’un point
de vue physique, les résultats les plus intéressants concernent l’influence du nombre de Deborah (nombre
qui caractérise le temps de réponse d’un fluide visco-élastique). Nous présentons sur la figure 1.1 des coupes
verticales de la pression obtenues au milieu du domaine (typiquement pourx2 = D/2). On en déduit que plus
le fluide est visco-élastique (plusDe est grand) plus le maximum de pression est faible.
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FIG. 1.1: Influence du nombre de Deborah sur le profil de pression
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Dans les tests précédents, les conditions au bord sont des conditions de pressions nulle au bord du domaine.
Dans le code que nous avons développé, nous avons laissé la possibilité d’utiliser des conditions au bord plus
variées. Par exemple, dans le test suivant, nous avons utilisé les conditions au bord suivantes. On impose un
débit en amont (pourx1 = 0), c’est-à-dire qu’on se donne une condition de Neumann non homogèneen pres-
sion, et on suppose que sur tous les autres bords du domaine, la pression est égale à la pression atmosphérique
(par exemple en imposant une condition de Dirichlet homogène en pression sur les bordsx1 = L, x2 = 0 et
x2 = D).
Un des avantages de ce modèle est que, bien qu’il ne découple pas totalement le champ des vitesses et celui
de la pression, il est beaucoup plus rapide à mettre en œuvre qu’un modèlede Navier-Stokes complet (qui est
totalement tridimensionnel). Nous avons donc visualisé facilement si les effets tridimensionnels avaient un
rôle sur les profils de pression. La figure 1.2 rend compte de ces effets pour différentes valeurs du coefficientr
(rappelons que ce coefficient mesure la proportion de fluide “visqueux” dans le fluide, pourr = 0 le fluide est
purement visqueux alors que pourr = 1 le fluide est purement élastique).
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FIG. 1.2: Profils de pression pourr = 0, r = 0.2, r = 0.5 et r = 0.8

1.4 Justification mathématique du modèle Reynolds-Oldroyd

Dans [5], une justification rigoureuse du modèle Oldroyd en films minces (c’est-à-dire du système (1.3), ou de
façon équivalente du système (1.2)) a été effectuée. Le principe est demontrer que les solutions(uε, pε, τ ε)
des équations (1.1) définies sur un domaine d’épaisseurε convergent vers les solutions(u, p, τ ) des équa-
tions (1.2) lorsque le paramètreε tend vers0.
La principale difficulté réside dans le fait qu’il existe assez peu de résultats pour le système initial, c’est-à-dire
pour le système (1.1) : dans [GS90b], C. Guillopé et J.-C. Saut prouvent l’existence globale à données petites
en supposant en outre que le fluide est peu visco-élastique (ce qui revient à imposerr petit). Dans [FCGO94]
et [FCGO98], E.F. Cara, F. Guillen et R.R. Ortega s’affranchissent de cette hypothèse mais prouvent seulement



1.4. Justification mathématique du modèle Reynolds-Oldroyd 21

une existence sur[0, T ] pour toutT (pour des données plus petites quef(T ), oùf tend vers0 lorsqueT aug-
mente...). Enfin, dans [11] on montre le même résultat que celui de C. Guillopé etJ.-C. Saut en s’affranchissant
de l’hypothèse de fluide “faiblement” visco-élastique. Malheureusement, de tels résultats sont difficiles à uti-
liser lors d’une étude asymptotique comme celle que l’on se propose de faire ici. En effet, dans les résultats
énoncé ci-dessus, on ne sait pas comment dépendent les conditions de petitesse (que ce soit la petitesse du
temps d’existence, ou la petitesse des données) par rapport au domaine et en particulier par rapport àε. Le
seul résultat d’existence globale qui semble connu à ce jour est celui deP.-L. Lions et N. Masmoudi [LM00].
Ce résultat est prouvé dans le cas où le coefficienta est nul. Nous nous sommes donc intéressés à justifier le
modèle Oldroyd en films minces lorsquea = 0.

Théorème 1.5
Pourε > 0 on note(uε, pε, τ ε) la solution des équations(1.1) (en supposant quea = 0). On note(u, p, τ ) la
solution des équations(1.2)et on suppose que|∂zu|L∞(Ω), |τ |L∞(Ω) et |∂zτ |L∞(Ω) sont assez petits. Lorsque
ε tend vers0 on a les convergences suivantes dansL2(0, T ;L2(Ω)) :

uε → u, ∂zu
ε → ∂zu, ∂xu

ε ⇀ ∂xu, wε → 0, ∂zw
ε → 0, ∂xw

ε ⇀ 0, ε τ ε → τ ,

les convergences suivantes dansL∞(0, T ;L2(Ω)) :

uε → u, uε → u, wε → 0, ε τ ε → τ ,

et la convergenceε2 pε → p dansD′(0, T ;L2(Ω)).

Précisons que dans la preuve de ce théorème, la petitesse de|∂zu|L∞(Ω), |τ |L∞(Ω) et |∂zτ |L∞(Ω) est donnée de
manière explicite en fonction des paramètres physiques du problème (nombrede Deborah, viscosité, hauteur
du domaine...), voir [5].
La preuve est basée sur le principe suivant :

• On introduit les restes̃u, w̃, τ̃ et p̃ :

uε = u+ ũ, wε = εw + ε w̃, τ ε =
1

ε
τ +

1

ε
τ̃ , pε =

1

ε2
p+

1

ε2
p̃.

• Ensuite on utilise à la fois les équations de Navier-Stokes-Oldroyd (1.1) satisfaites paruε, wε, τ ε etpε,
et les équations de Reynolds-Oldroyd (1.2) satisfaites paru,w, τ etp pour en déduire des équations satisfaites
par les restes̃u, w̃, τ̃ et p̃.

• Il suffit enfin d’obtenir des estimations (indépendantes deε) sur ces restes. Le système obtenu pour les
restes étant assez proche du système de Navier-Stokes-Oldroyd (mais contient de nombreux termes sources
dépendant deu,w, τ etp), des estimations d’énergies classiques permettent d’obtenir les résultats escomptés.
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Chapitre 2

Modèles micro-macros, équation de
Fokker-Planck et films minces

Ce chapitre présente essentiellement les résultats exposés dans les articles[15, 16, 17]. Le but est de déterminer
une expression simplifiée de la loi comportementale d’un fluide visco-élastiquede type FENE dans un écoule-
ment en domaine mince. Comme annoncé dans l’introduction de ce mémoire (voir page 7) le résultat essentiel
concerne la résolution d’une équation de Fokker-Planck stationnaire dela forme−∆ψ+ div(Fψ) = f . Nous
allons commencer par discuter de cette équation (section 2.1). Nous reviendrons ensuite sur les conséquences
induites pour le modèle FENE en film mince (d’un point de vue théorique à la section 2.2 et numérique à la
section 2.3).

2.1 Équation de Fokker-Planck en domaine borné

Dans cette partie, on étudie le problème de l’existence et de l’unicité de solutionψ à l’équation de Fokker-
Planck linéaire

− ∆ψ + div(Fψ) = f, (2.1)

sur un domaineB borné deRd lorsqueF est un champ de vecteurs “confinant” par exemple comme l’inverse
de la distance au bord.
Historiquement il existe de très nombreux cas où on sait résoudre ce type d’équation. Ainsi, lorsqueF = 0,
l’équation (2.1) correspond à l’équation bien connue de Laplace (lorsque f = 0) ou de Poisson (lorsque
f 6= 0). D’autres cas sont simples à résoudre, il s’agit par exemple des cas où F est un gradientF = ∇V et
f = 0. Dans cette situation particulièreψ = eV est une solution, et à renormalisation près, on peut obtenir
une solutionψ telle que

∫
B ψ = 1.

Pour des fonctions qui ne sont pas nécessairement des gradients, il existe de nombreux résultats mais qui sont
généralement obtenus lorsqueB = R

d. La plupart de ces travaux utilisent des hypothèses de décroissance
du potentiel à l’infini, voir par exemple les travaux de Hérau, Nier et Helffer [HN05, HN04] et ceux de
Noarov [Noa07]. Il existe néanmoins quelques résultats sur des ensembles bornés. Ainsi, dans le cas oùB est
une variété compacte sans bord, on a le résultat suivant :

Théorème 2.1 (E.C. Zeeman, 1988, [Zee88])
SoitB une variété compacte sans bord. SiF ∈ C∞(B) etf = 0 alors il existe une unique solution positiveψ
de l’équation(2.1) telle que

∫
B ψ = 1.
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Dans le cas des domaines bornés, J. Droniou a proposé le résultat suivant :

Théorème 2.2 (J. Droniou, 2002, [Dro02])
SoitB un domaine borné deRd, d ≥ 2. Si f ∈ H−1(B) et F ∈ Ld∗(Ω) alors il existe une unique solution
faibleψ de l’équation(2.1) telle queψ = 0 sur le bord∂B du domaineB.

Dans cet énoncé,d∗ = d pourd ≥ 3 etd∗ ∈ ]2,+∞[ pourd = 2. Ce résultat a aussi été prouvé pour d’autres
conditions au bord comme des conditions de type Dirichlet non homogène, de Fourier, ou des conditions
mixtes. Plus récemment (en 2009), J. Droniou et J.-L. Vazquez ont obtenu un résultat similaire avec des
conditions de Neumann au bord, sous condition d’imposer la moyenne deψ, voir [DV09].

Le résultat principal de l’article [17] répond à la question lorsqueF n’est pas aussi régulier :

Théorème 2.3
SoitB un domaine borné deRd, d ≥ 2. Si f ∈ H−1

M (cet espace sera précisé plus tard) etF = κ + ∇V
où κ ∈ L∞(B) et V ∈ C∞(B) satisfaitV = −∞ sur∂B. Si de plusV satisfait les conditions(H1), (H2)
et (H3), données ci-dessous, près du bord alors il existe une unique solution (faible)ψ de l’équation(2.1)telle
que

∫
B ψ = 1.

Dans cet énoncé, les conditions (H1), (H2) et (H3) font intervenir la dérivée∇R dans la direction de la
normale au bord, l’intégrale linéaire

∫
R le long de la normale au bord ainsi que la distance au bord notéeδΓ :





∃ a < 1
(
∇RV

)2
+ 2∇2

RV ≥ −a
δ2Γ

∇RV eV = 0 surΓ

∃ b > 0 ∇RV eV
∫

R
e−V < b,

(H1)

∃ c > 0 |∇V | ≤ c

δΓ
, (H2)

∃γ > 0 ∇2V ≤ −γ Id. (H3)

Typiquement, ces hypothèses sont vérifiées pour une forceF dont la composante normale au domaine se
comporte comme l’inverse de la distance au bord. On vérifie en particulier quepour de telles fonctions, on a
F /∈ Ld∗(B) ce qui montre que le résultat proposé n’est pas une simple application de résultats déjà connus.
Grossièrement, le résultat indique que siF explose suffisamment vite au bord du domaine alors il n’est pas
nécessaire d’imposer de condition sur ce bord pour avoir unicité de la solution. Par contre cette solution unique
s’annule sur le bord. Autrement dit, s’il fallait imposer une condition, ce serait nécessairement une condition
de Dirichlet homogène.

• Idées de preuve
Étape 1 : formulation faible - Dans un premier temps, on écrit une formulation faible du problème (on
remarquera qu’une formulation faible standard n’est plus valable dès queF /∈ Ld∗(B)). Pour cela on introduit
la maxwellienne (fonction régulière positive de moyenne égale à1 et s’annulant sur le bord)

M =
eV∫
Ω e

V
.

Quitte à faire un relèvement de la condition
∫
B ψ = 1, le problème devient

div(κψ −M∇
( ψ
M

)
) = f avec

∫

B
ψ = 0. (2.2)
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Les espaces fonctionnels bien adaptés à ce type d’équations sont les espaces à poids suivants :

L2
M := ML2(Mdx), H1

M := MH1(Mdx), H1
M,0 := {ψ ∈ H1

M ;

∫

Ω
ψ = 0} et H−1

M = (H1
M,0)

′,

munis des normes1

‖ϕ‖2
L2

M
=

∫

B
M
∣∣∣ ϕ
M

∣∣∣
2
, ‖ϕ‖2

H1
M

=

∫

B
M
∣∣∣ ϕ
M

∣∣∣
2
+M

∣∣∣∇
( ϕ
M

)∣∣∣
2

et ‖ϕ‖2
H1

M,0
=

∫

B
M
∣∣∣∇
( ψ
M

)∣∣∣
2
.

La formulation faible de l’équation (2.2) s’écrit alors : trouverψ ∈ H1
M,0 tel que pour toutϕ ∈ H1

M,0

∫

B
M∇

(
ψ

M

)
· ∇
( ϕ
M

)
−
∫

B
ψ κ · ∇

( ϕ
M

)
= 〈f, ϕ〉H−1

M
,H1

M,0
. (2.3)

Étape 2 : lemmes sur les espaces à poids -Étant donnée la structure des espaces définis ci-dessus, de
nombreux résultats de l’analyse classique ne sont plus immédiats. Nous indiquons ici les lemmes qui sont les
plus utiles à la preuve de l’existence. Dans les énoncés, par soucis de simplicité, on supposera que toutes les
hypothèses du théorème 2.3 sont satisfaites. Toutes les démonstrations sont détaillées dans [17].
Le premier lemme assure que les espacesL2

M et H1
M ont autant de “régularité” que leur analogue sans

poidsL2(B) et H1(B). Mieux, il indique que toutes les fonctions deH1
M ont une trace nulle au bord, ce

qui permettraa posteriorid’en déduire que toute solution au problème (2.3) s’annule au bord.

Lemme 2.1 (Inclusions)
Siϕ ∈ L2

M alorsϕ ∈
√
M L2(B).

Siϕ ∈ H1
M alorsϕ ∈

√
M H1(B).

Le second lemme est un lemme de compacité qui est essentiel (à plusieurs reprises) dans l’approche utili-
sée pour la preuve du théorème 2.3. Contrairement au lemme précédent, sa démonstration est relativement
simple puisqu’elle peut s’appuyer sur des résultats déjà démontrés pour les espacesL2(Mdx) etH1(Mdx),
voir [Mét76].

Lemme 2.2 (Compacité)
L’injection H1

M →֒ L2
M est compacte.

Dans la même veine, le résultat suivant est utilisé dans le point clef de la preuve du théorème 2.3 (voir
les éléments de preuve donnés par la suite). Par contre, son énoncé diffère du résultat bien connu pour les
espaces de Sobolev classiques pour lesquels on sait que l’injectionH1(B) →֒ Lp(B) est continue dès que
p ≤ 2d/(d− 2) lorsqued > 2 etp < +∞ lorsqued = 2.

Lemme 2.3 (Injection de Sobolev)
Il existep > 2 pour lequel l’injectionH1

M →֒ LpM est continue.

Enfin, nous énonçons un analogue du lemme de Poincaré qui permet entreautre d’assurer l’équivalence entre
les normes‖ · ‖H1

M
et‖ · ‖H1

M,0
surH1

M,0. Comme le lemme de Poincaré “usuel” celui-ci est très utilisé dans
la preuve du théorème 2.3.

Lemme 2.4 (Inégalité de Poincaré)
Pour toutϕ ∈ H1

M on a l’inégalité suivante :

‖ϕ‖2
H1

M,0
+
(∫

Ω
ϕ
)2

& ‖ϕ‖2
L2

M
.

1Le fait que‖ · ‖H1

M,0
soit une norme n’est pas complètement immédiat, voir le lemme 2.4 ci-après.
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Étape 3 : preuve de l’existence - construction d’un problème approché -Bien que l’opérateur−div(M∇( ·
M ))

soit coercif sur l’espaceH1
M,0, la première difficulté que l’on rencontre dans la preuve de l’existence d’une

solution au problème (2.3) est que l’opérateur−div(M∇( ·
M )) + div(κ·) n’est en général pas coercif. L’idée

qu’on va utiliser ici reprend celle de J. Droniou [Dro02]. On commence par tronquer la partie non coercive en
étudiant pour toutn ∈ N le problème suivant :

−div
(
M∇

( ψ
M

))
+ div

(
MTn

( ψ
M

)
κ
)

= f,

oùTn : r ∈ R 7→ max(min(r, n),−n) ∈ R.
Dans un premier temps on montre que, pour chaquen ∈ N, il existe une solutionψn ∈ L2

M à cette équation.
Ce premier résultat découle directement du théorème de point fixe de Schauder appliqué à l’applicationFn
qui àψ̃ ∈ L2

M associe la solutionψ ∈ H1
M de l’équation

−div
(
M∇

( ψ
M

))
= f − div

(
MTn

( ψ̃
M

)
κ
)
.

Il suffit juste de noter que cette application est continue deL2
M dansL2

M , qu’elle est bornée surL2
M et d’utiliser

que l’injectionH1
M →֒ L2

M est compacte (voir le Lemme 2.2).

Étape 4 : preuve de l’existence - estimations -La fin de la preuve de l’existence consiste à obtenir des esti-
mations surψn, indépendantes den de façon à passer à la limiten→ +∞. Le manque de coercivité ne permet
pas d’obtenir d’estimations sur‖ψn‖H1

M
en utilisant directementψn comme fonction test dans la formulation

faible. Sans entrer dans les détails, l’idée est d’écrire, pour toutk ∈ N,ψn = MSk(
ψn

M )+MTk(
ψn

M ) oùSk est
définie parSk = id− Tk. Étant données les propriétés deTk il est relativement simple d’avoir une estimation
de‖MTk(

ψn

M )‖H1
M

uniforme par rapport àn (moralement en utilisantMTk(
ψn

M ) comme fonction test dans la

formulation faible). La clef de la preuve est le contrôle de‖MSk(
ψn

M )‖H1
M

:

En choisissantϕ = MSk(
ψn

M ) −M
∫
ΩMSk(

ψn

M ) comme fonction test on obtient
∫

Ω
M∇

(ψn
M

)
· ∇
(
Sk

(ψn
M

))

︸ ︷︷ ︸
A

−
∫

Ω
MTn

(ψn
M

)
κ · ∇

(
Sk

(ψn
M

))

︸ ︷︷ ︸
B

= 〈f, ϕ〉
︸ ︷︷ ︸

C

(2.4)

• En utilisant les propriétés deSk, le termeA s’écrit

A =

∫

Ω
M
∣∣∣∇
(
Sk

(ψn
M

))∣∣∣
2

=
∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
2

H1
M,0

. (2.5)

• Pour toutr ∈ R on a|Tn(r)| ≤ |r|. On majore alors le second termeB de la façon suivante :

|B| ≤ ‖κ‖L∞(Ω)

√∫

Ω

|ψn|2
M

√∫

Ω
M
∣∣∣∇
(
Sk

(ψn
M

))∣∣∣
2
.

De plus,|ψn

M | = |Tk(ψn

M ) + Sk(
ψn

M )| ≤ k + |Sk(ψn

M )| donc| ψn√
M
| ≤ k

√
M +

√
M |Sk(ψn

M )|. On en déduit

√∫

Ω

|ψn|2
M

≤
√∫

Ω
k2M +

√∫

Ω
M
∣∣∣Sk
(ψn
M

)∣∣∣
2

= k +
∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
L2

M

.

PuisqueSk(r) = 0 pour|r| < k, on estime le dernier terme par

∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
L2

M

=

√∫

Ω
M
∣∣∣Sk
(ψn
M

)∣∣∣
2

=

√∫

Ek

M
∣∣∣Sk
(ψn
M

)∣∣∣
2
,
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où on a défini l’ensembleEk parEk = {Q ∈ Ω ; |ψn(Q)| ≥ kM(Q)}. L’inégalité de Hölder puis l’injection
H1
M ⊂ LpM (voir le Lemme 2.3) indique qu’il existep > 1 (on noteq le conjugué dep) tel que

∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
L2

M

≤
(∫

Ek

M
)1/2q(∫

Ek

M
∣∣∣Sk
(ψn
M

)∣∣∣
2p)1/2p

.
(∫

Ek

M
)1/2q∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
H1

M,0

.

Le termeB est donc estimé par

|B| ≤ ‖κ‖L∞(Ω)

(
k + A(k)

∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
H1

M,0

)∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
H1

M,0

, (2.6)

oùA(k) =
( ∫

Ek
M
)1/2q

.

• Puisquef ∈ H−1
M , le dernier terme de l’équation (2.4) est facilement contrôlé de la façon suivante :

|C| = |〈f, ϕ〉| . ‖ϕ‖H1
M,0

.
∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
H1

M,0

. (2.7)

Les trois estimations (2.5), (2.6) et (2.7) permettent de déduire que pour tout k ∈ N on a

∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
H1

M,0

. ‖κ‖L∞(Ω)

(
k + A(k)

∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
H1

M,0

)
+ 1.

On peut montrer, voir [17], queA(k) tends vers0 lorsquek tend vers+∞. Il est donc possible d’obtenir,
pourk suffisamment grand, l’inégalité

∥∥∥MSk

(ψn
M

)∥∥∥
H1

M,0

. 1. (2.8)

Les majorations deMSk(
ψn

M ) etMTk(
ψn

M ) en normeH1
M,0 permettent d’affirmer que la suite{ψn}n∈N est

bornée dansH1
M,0. Des résultats classiques permettent d’en conclure que cette suite{ψn}n∈N admet une limite

qui est une solution au problème (2.3).

Étape 5 : preuve de l’unicité -La preuve de l’unicité est assez classique. Comme pour celle de l’existence,
elle reprend les grandes lignes des travaux de J. Droniou [Dro02]. Dans un premier temps, on introduit le
problème dual. On montre ensuite par la méthode de degré topologique de Schauder que ce problème dual
admet une solution. Enfin, en utilisant à la fois l’existence d’une solution au problème initial et à son problème
dual, on en déduit qu’il ne peut exister qu’une seule solution à ces deuxproblèmes.
Nous ne détaillons pas ici les éléments de preuve et renvoyons le lecteur à l’article [17]. Voici à titre d’infor-
mation le problème dual pour lequel on a aussi obtenu un résultat d’existence et d’unicité :

−div
(
M∇

( φ
M

))
−Mκ · ∇

( φ
M

)
= g.

2.2 Le modèle FENE en film mince

L’objectif de ce qui est présenté dans [15] et de ce que nous résumons dans cette partie est de déterminer
un équation approchée de la loi comportementale FENE lorsque le domaine estmince. C’est-à-dire dans un
premier temps de montrer que pour chaque champ de vitessesu et pour deux champs de tenseursκ etκ (assez
réguliers) il existe une solutionψ à l’équation

De ε (∂tψ + u · ∇ψ) = −divQ(De (κ + εκ) · Qψ) + ∆Qψ + divQ(Eψ), (2.9)
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puis dans un second temps de passer à la limite dans cette équation lorsqueε (qui représente le rapport entre
la hauteur et la largeur du domaine) tend vers0.

• Interprétation physique - L’équation (2.9) correspond à l’équation (9), décrivant la distributionde
ressorts dans le modèle FENE, mise sous forme adimensionnée. L’adimensionnement est habituel pour ce
type de problème à ceci près qu’il fait intervenir deux longueurs caractéristiques : une pour la hauteur du
domaine (supposée petite) et une autre pour la largeur du domaine. Le paramètreε≪ 1 correspond au rapport
de ces deux longueurs. Les tenseursκ etκ sont liés à la décomposition de∇u en puissance deε :

κ =

(
0 ∂zu
0 0

)
et κ =

(
∂xu 0
ε∂xw ∂zw

)
.

Quant à la forceE, elle est, pour le modèle FENE, donnée explicitement sous forme adimensionnée par

E(Q) =
Q

1 − ‖Q‖2

ℓ2

.

• Approche mathématique -D’un point de vue mathématique, de nombreux auteurs se sont intéressés
au système couplé entre les équations de Navier-Stokes et le modèle FENE (c’est-à-dire au modèle complet
de fluide de type FENE), voir [BSS05, JLLB04, LZZ04, LM07, Mas08,Ren91]. Leurs études se font dans
le cas évolutif et la principale difficulté (hormis la difficulté classique liée aux équations de Navier-Stokes)
concerne le manque d’estimationa priori sur la contrainte. Néanmoins, les résultats sont riches et transitent
généralement par l’étude de l’équation (2.9). Il est en particulier bien connu que pouru fixé suffisamment
réguliers (donc pourκ et κ donnés et réguliers) et pourDe, ε et ̺ trois réels positifs fixés, l’équation (2.9)
admet une unique solutionψ telle que

∫
B ψ(Q)dQ = ̺.

Il existe des cas particuliers où l’on sait résoudre l’équation (2.9), parexemple pour des champs de vitessesu
particuliers, voir [15, JLLB04]. Ainsi, dans [BHAC77], les auteurs sesont intéressés à un développement de
la solutionψ en puissance deDe. Ce comportement a été récemment retrouvé en utilisant des techniques de
type Chapman-Enskog par P. Degond, M. Lemou et M. Picasso, voir [DLP02].

• En domaines minces -. Comme expliqué précédemment, pour toutε > 0, l’équation (2.9) admet une
unique solutionψε telle que

∫
B ψ

ε(Q)dQ = ̺. Formellement, lorsqueε tend vers0, l’équation (2.9) devient

0 = −divQ(Deκ · Qψ) + ∆Qψ + divQ(Eψ). (2.10)

Cette équation est une équation de Fokker-Planck qui correspond à celle étudiée dans la section précédente
(avecF = Deκ · Q − E). Elle admet donc une unique solutionψ0 telle que

∫
B ψ

0(Q)dQ = ̺.
Le point essentiel est donc de démontrer queψε converge effectivement versψ0 lorsqueε tend vers0. Le
résultat suivant est prouvé dans [15].

Théorème 2.4
Soientκ ∈ W 1,∞(Ω) ⊗ L∞(B), κ ∈ C(0,+∞;W 1,∞(Ω) ⊗ L∞(B)), u ∈ C(0,+∞;W 2,∞(Ω)) etψinit ∈
W 1,∞(Ω) ⊗ L2

M .
Pourε ∈ R

∗
+ on noteψε ∈ C(0,+∞;W 1,∞(Ω) ⊗ L2

M ) ∩ L2
loc(0,+∞;W 1,∞(Ω) ⊗ H1

M ) la solution de
l’équation (2.9). On noteψ0 ∈W 1,∞(Ω) ⊗H1

M la solution de l’équation(2.10).

Alors il existe deux fonctions̃ψ0 dansC(0,+∞;W 1,∞(Ω)⊗L2
M )∩L2

loc(0,+∞;W 1,∞(Ω)⊗H1
M ) etΨ dans

C(0,+∞;L∞(Ω) ⊗ L2
M ) ∩ L2

loc(0,+∞;L∞(Ω) ⊗H1
M ) telles que

ψε(t,x,Q) = ψ0(x,Q) + ψ̃0
( t
ε
,x,Q

)
+ εΨ(t,x,Q).

Dans cette égalité, la fonctioñψ0 décrit l’effet d’une couche limite en temps. Pour des petites valeurs deκ, on
a lim
τ→+∞

ψ̃0(τ,x,Q) = 0 (avec une décroissance exponentielle, ce qui est illustré par la figure 2.1). De plus,

siψinit = ψ0 alorsψ̃0 = 0.
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ε

εΨ
ψ0

ψ0

t0

ψε

W 1,∞(Ω) ⊗ L2
M

ψinit

FIG. 2.1: Illustration du théorème 2.4.

• Idées de preuve -La preuve de ce théorème est relativement classique. Elle se décompose en trois
parties.

Étape 1 : proposition d’un Ansatz -La première consiste à proposer un ansatz

ψε(t,x,Q) = ψ0

( t
ε
,x,Q

)
+ εψ1

( t
ε
,x,Q

)
+ ε2ψ2

( t
ε
,x,Q

)
+ · · ·

Habituellement, pour chaquek ∈ N, on sépare les variations rapides des variations lentes en temps de la
manière suivante :

ψk(τ,x,Q) = ψk(x,Q) + ψ̃k(τ,x,Q),

oùψk(x,Q) = lim
τ→+∞

ψk(τ,x,Q) et ψ̃k est cherché à décroissance rapide enτ .

En injectant ce développement dans l’équation (2.9) puis en identifiant les puissances deε, on en déduit des
équations pour chaque profil.

Étape 2 : existence des profils -La seconde étape permet de justifier que les équations des profils sont toutes
bien posées. Bien entendu, l’équation du profilψ0 correspond à l’équation (2.10) pour laquelle le résultat
d’existence et d’unicité a été démontré dans la section précédente. De même,l’équation vérifiée par̃ψ0 cor-
respond à l’équation (2.9) pour laquelle on connaît aussi un résultat d’existence et d’unicité. En pratique, tous
les profils suivants satisfont les mêmes types d’équation, avec des termes sources issus des profils précédents.
On sait montrer qu’ils sont tous bien posés.

Étape 3 : estimation du reste -La dernière étape consiste à, après avoir tronqué le développement formel,
montrer que le reste (notéΨ dans l’énoncé du théorème 2.4) est borné dans un espace adéquat. Làaussi,
l’équation vérifiée par le resteΨ est du même type que l’équation (2.9) et on sait montrer qu’il est borné.
Pour conclure, notons juste que le dernier point du théorème indique que leprofil ψ̃0 doit vérifier, à condition
que κ soit assez petit, lim

τ→+∞
ψ̃0(τ,x,Q) = 0 (avec une décroissance exponentielle). Ceci est important

pour vraiment pouvoir dire queψε converge versψ0. Ce résultat provient d’une estimation d’énergie sur les
solutions de l’équation de la forme

De (∂tψ + u · ∇ψ) = −divQ(Deκ · Qψ) + ∆Qψ + divQ(Eψ),

obtenue en testant cette équation contreψ :

d

dt
(‖ψ‖2

L2
M

) +

(
1

2De − 2De ‖κ‖2
∞

)
‖ψ‖2

L2
M

≤ ̺2
0

2De.
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2.3 Résultats numériques

Quelques illustrations numériques2 permettent de mieux comprendre le rôle de la quantitéψ, solution de
l’équation (2.9), dans la description des écoulements micro-macros. Mathématiquement,ψ correspond à une
densité de probabilité sur la boule deR

2 de centre0 et de rayonℓ. Physiquement,ψ(t,x,Q) donne la proba-
bilité que les extrémités d’un ressort microscopique, situé en positionx à l’instantt soient0 et Q. Le choix
de la longueurℓ correspond ainsi à la longueur maximale du ressort.
Dans l’article [17], j’ai présenté quelques résultats numériques concernant l’équation de Fokker-Planck (2.9)
dans un cas physique réaliste : l’écoulement est supposé laminaire, c’est-à-dire que le champ de vitesseu est
de la formeu(x1, x2) = (γ̇ x2, 0), γ̇ ∈ R. La distributionψ satisfait donc l’équation

−∆ψ + div(ψF) = 0 surB(0, ℓ),

où le champ de vecteursF est donné par

F :

(
Q1

Q2

)
∈ B(0, ℓ) 7−→ 2De γ̇

(
Q2

0

)
− 1

1 − |Q|2
ℓ2

(
Q1

Q2

)
.

D’après les résultats théoriques de la partie 2.1, l’unicité de la solution est assurée dès qu’on se donne la
moyenne

∫
Ω ϕ (qui correspond physiquement à une densité de polymères̺).

Les premiers résultats présentés correspondent au cas sans cisaillement, c’est-à-dire lorsquėγ = 0, mais pour
différentes valeurs deℓ (on notera que les grandeurs physiques réalistes pourℓ sont de l’ordre de10), voir la
figure 2.2.

FIG. 2.2: Solutionψ sans cisaillement pour différentes longueurs maximales de ressorts. De gauche à droite
pour les valeurs :ℓ = 2, ℓ = 5 et ℓ = 10.

Pour observer l’effet du cisaillement sur la distribution, nous avons ensuite tracé les solutionsψ pour diffé-
rentes valeurs dėγ (et pourDe = 10 etℓ = 5). Les résultats sont décrits par la figure 2.3 : plus le cisaillement
est fort, plus les ressort ont tendance à s’aligner avec l’écoulement.

2 Pour toutes les simulations proposées ici, j’ai utilisé le programme FreeFem++, voir http ://www.freefem.org/ff++.
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FIG. 2.3: Influence du cisaillement sur la distribution des ressorts. De gaucheà droite on a imposé des cisaille-
ments de plus en plus grand :γ̇ = 0.1, γ̇ = 0.2, γ̇ = 0.5 et γ̇ = 1.

Enfin, on pourra noter qu’il existe des modèles plus complexes encore que le modèle FENE pour lesquels
l’étude théorique de la partie 2.1 pourrait s’avérer utile. Il s’agit par exemple des modèles multi-ressorts
(voir [GMB01]) qui permettent de décrire chaque molécule d’un polymèrenon pas à l’aide d’un seul ressort
comme pour le modèle FENE mais à l’aide de plusieurs ressorts mis bout à bout, voir la figure 2.4. L’approche
physique de telles considérations conduit à un système de type Fokker-Planck pour lequel l’étude précédente
semble s’adapter.

Q1

Q2
Q3

Q4

FIG. 2.4: Modélisation d’une molécule de polymère à l’aide d’une approche multi-ressorts.



32 Chapitre 2. Modèles micro-macros, équation de Fokker-Planck et films minces



33

Chapitre 3

Phénomènes de rugosité dans des films
minces

Ce chapitre est composé de deux principales parties, correspondant respectivement aux références [18] et [10].
Dans ces références on étudie l’effet de l’irrégularité des parois surun écoulement en film mince. D’un point
de vue physique, ces irrégularités sont généralement le fruit de l’usinage des pièces et sont souvent non
négligeables dans des phénomènes de lubrification. De telles rugosités sont habituellement modélisées en
définissant les bords du domaine fluide à l’aide de fonctions périodiques qui oscillent rapidement.
Les deux parties de ce chapitre montrent que la façon dont on présente leproblème est prépondérante et
que des conclusions rapides pourraient se montrer hasardeuses : soit les rugosités seront vues comme des
perturbations par rapport à l’écoulement sans rugosités (partie 3.1), soit ces mêmes rugosités seront en un
certain sens prépondérantes (partie 3.2).
D’un point de vue mathématique, les deux approches sont rigoureusement prouvées (en utilisant des méthodes
type correcteur en ce qui concerne la première approche, et en utilisant des méthodes de convergence double
échelle et d’homogénéisation pour la seconde approche). Les conclusions dépendent en fait des normes que
l’on considère pour dire qu’un écoulement est proche d’un autre...

3.1 Les rugosités vues comme une perturbation

La littérature mathématique concernant les problèmes de rugosité en mécaniquedes fluides s’est très enrichie
ces dernières années, voir par exemple [BGV08, BM08a, BM08b, GV09, JM01, JM03]. Dans ces travaux
les auteurs voient les rugosités d’ordreε ≪ 1 comme une perturbation d’un écoulement dans un domaine
d’ordre1. Avec Sébastien Martin, nous avons suivi leur approche dans le cas d’une étude en domaine mince.
Plus exactement, nous nous sommes intéressés au cas d’écoulements dans des domaines minces (d’épais-
seurε) dont la paroi inférieure est rugueuse (avec des rugosités périodiques, de fréquence et d’amplitude
d’ordreε2). Le domaine sur lequel sont posées les équations est le suivant1 :

Ωε =
{

(x, y) ∈ T × R , −ε2h−
( x
ε2

)
< y < εh+(x)

}
,

oùh+ eth− sont deux fonctions régulières (par exemple lipschitziennes) deT dans]0, 1[.
Les équations de Stokes que nous considérons ici couplent le champ desvitessesuε = (uε, wε) et le champ

1En toute rigueur, puisque la frontière inférieure du domaine est en mouvement (de translation horizontale à la vitesses) et que
les conditions aux limites en vitesse seront des conditions d’adhérence, ledomaine où “vit” le fluide dépend du temps. Moralement,
quitte à poserx − st en lieu et place dex, les résultats sont similaires, voir [18].
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Domaine fluide

s

FIG. 3.1: Domaine mince et rugueux.

de pressionpε : 



− ∆uε + ∇pε = 0 sur Ωε,

div(uε) = 0 sur Ωε,

uε|
z=−ε2h−

“

x

ε2

” = (s, 0) et uε|z=εh+(x) = (0, 0).
(3.1)

Comme indiqué dans l’introduction de ce mémoire, il est bien connu (voir [BC86] ou plus récemment [Wil09])
que la solution de ce système de Stokes dans un domaine minceavec un fond plat: h− = 0 est approchée à
l’aide de la solution de l’équation de Reynolds. Plus précisément, sous l’hypothèse de film mince, l’écoule-
ment est gouverné par

u+(x, y) = u0

(
x,
y

ε

)
+ O(ε2), w+(x, y) = εw0

(
x,
y

ε

)
+ O(ε3) et p+(x, y) =

1

ε2
p0(x) + O(1),

oùp0 est la solution de l’équation de Reynolds (voir l’introduction page 12 et l’équation (15)) ;u0 etw0 étant
explicitement données en fonction dep0 à partir des équations (14).
La question naturelle est de savoir ce qu’il advient d’un tel développement lorsqu’on prend en compte des
effets de rugosité.

3.1.1 Proposition de développement formel

L’idée principale est de voir le cas “rugueux” comme une perturbation du cas “fond plat”. Il est alors naturel
de décomposer le domaineΩε de la façon suivante :Ωε = Ω−

ε ∪ Σ ∪ Ω+
ε où

Ω−
ε =

{
(x, y) ∈ T × R , −ε2h−

( x
ε2

)
< y < 0

}
,

Σ = T × {0} et

Ω+
ε =

{
(x, y) ∈ T × R , 0 < y < εh+(x)

}
.

Moralement, si(u0, w0, p0) correspond au cas sans rugosités, défini dansΩ+
ε , la première idée est de pro-

longer cette solution dansΩ−
ε . Pour satisfaire la condition de continuité de la contrainte dans le fluide, le

prolongement de la vitesse doit être de classeC1. Ainsi, siu0 vauts sur le bordΣ deΩ+
ε , cette propriété n’est

plus satisfaite sur le bordy = −ε2h−
(
x/ε2

)
deΩ−

ε . On doit rajouter àu0 un correcteurεũ1 qui aura pour
rôle de contrebalancer cette valeur au bord2. On s’aperçoit queεũ1 (qui est pertinent près du bord) induit une
perturbation d’ordreε sur l’autre bord du domaine physiquey = εh+(x). Cette dernière est alors corrigée
parεu1 qui satisfait une équation de type Reynolds, etc.

2Certains auteurs choisissent de prolongeru0 par la constantes dans le domaine rugueuxΩ−

ε . Dans ce cas le correcteurεeu1 a
pour rôle de contrebalancer le saut de contrainte induit surΣ.
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Plus précisément, pour capturer les différents effets d’échelle, on introduit des coordonnées adaptées :

Z =
y

ε
, X =

x

ε2
, Y =

y

ε2
.

L’écoulement est principalement gouverné par un écoulement de type Reynolds dans le domaineΩ+
ε . Cet

écoulement sera décrit par les variables(x, Z) dans le domaineΩ+
ε remis à l’échelle :

ΩR =
{

(x, Z) ∈ T × R , 0 < Z < h+(x)
}
.

En présence de rugosités, les variables(X,Y ) permettent de décrire l’écoulement dans la couche limiteΩ−
ε

qui, remis à l’échelle, s’écrit

Ωbl =
{

(X,Y ) ∈ T × R , −h−(X) < Y
}
.

On cherche ensuite une solution(u,w, p) aux équations de Stokes (3.1) sous la forme

u(x, y) =




N∑

j=0

ε2ju2j(x, Z) + ε2j+1
(
ũ2j+1(x,X, Y ) + u2j+1(x, Z)

)

+ ε2N−1R(x, y),

w(x, y) = ε




N∑

j=0

ε2jw2j(x, Z) + ε2j
(
w̃2j+1(x,X, Y ) + εw2j+1(x, Z)

)

+ ε2N−1S(x, y),

p(x, y) =
1

ε2




N∑

j=0

ε2jp2j(x, Z) + ε2j+1
(
p̃2j+1(x,X, Y ) + p2j+1(x, Z)

)

+ ε2N−1Q(x, y).

(3.2)

On injecte ensuite ces développements dans les équations de Stokes (3.1) eton regroupe les termes par puis-
sance deε. On en déduit ainsi des systèmes pour les fonctionsu2j , ũ2j+1, u2j+1, ...

3.1.2 Justification du développement formel

Problèmes bien posés

La première étape dans la justification du développement (3.2) est de montrerque chaque terme du déve-
loppement existe. Sans entrer dans les détails, les termes(u2j , w2j , p2j) et (u2j+1, w2j+1, p2j+1) sont les
solutions de problèmes de type Reynolds et l’existence de ces termes est immédiate. De même, les termes
(ũ2j+1, w̃2j+1, p̃2j+1) sont les solutions de problèmes de Stokes dont on sait qu’ils sont bien posés.

Remarque 3.1
Il faut noter qu’un point essentiel dans la construction de l’ansatz(3.2)consiste à déterminer le comportement
des correcteurs(ũ2j+1, w̃2j+1, p̃2j+1) lorsqueY tend vers+∞. En effet, c’est cette limite qui doit être contre-
balancée par le correcteur(u2j+1, w2j+1, p2j+1). Puisque les correcteurs(ũ2j+1, w̃2j+1, p̃2j+1) vérifient un
problème de Stokes linéaire, dans un domaineΩbl qui est périodique enX, on obtient le comportement des
solutions lorsqueY tend vers+∞ en utilisant un développement en série de Fourier enX.

Borne uniforme sur les restes

La dernière étape de la justification du développement formel (3.2) est de montrer que les “restes”(R,S,Q)
sont effectivement des restes au sens où ils tendent vers zéro lorsque ε tend vers0. En pratique, le triplet
(R,S,Q) est la solution d’un problème de Stokes dont les termes sources dépendent de ε et des derniers
correcteurs̃u2N+1, u2N+1, ... Le contrôle des restes correspond donc à des estimations classiques (voir par
exemple [BF06]) des solutions d’un problème de Stokes.
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Interprétation

Les résultats précédents indiquent que, quitte à choisirN assez grand (ce qui est légitime si les données comme
par exemple la hauteurh sont suffisamment régulières), la solution(u,w, p) du problème de Stokes (3.1)
peut être approchée par les premiers termes des sommes introduites dans l’ansatz (3.2). Notons qu’il reste
une difficulté essentielle : celle de comparer par exemple la vitesseu(x, y) définie pour(x, y) ∈ Ωε et les
vitessesu0(x, Z) ou ũ1(x,X, Y ) définie tantôt dans le domaineΩR tantôt dans le domaineT×Ωbl, voir [18].

3.2 Effet des rugosités à l’ordre principal

Dans cette partie, issue de travaux en collaboration avec Didier Bresch, Catherine Choquet, Thierry Colin
et Marguerite Gisclon, on met en évidence que des rugosités mêmes petites peuvent avoir un effet à l’ordre
principal. Plus exactement, on montre que dans un domaine mince (rapport d’aspect d’ordreε) et rugueux
(rugosités d’ordreε2) on peut approcher les équations de Stokes par une équation de Reynolds modifiée. La
modification est explicitement donnée en fonction des rugosités. Précisément, on obtient, lorsque les condi-
tions aux limites sont homogènes, la relationprugueux = Kplisse où prugueux et plisse sont respectivement les
pressions obtenues dans le cas rugueux et dans le cas lisse, et oùK ≥ 1 est un coefficient dépendant de
la forme des rugosités. En un certain sens, ceci indique que l’écoulementest accéléré par les rugosités. Le
système limite est mathématiquement justifié grâce à des méthodes de type convergence double échelle.
Ce type de résultat peut paraître paradoxal au vu des résultats de la partie précédente. En fait, les deux ap-
proches sont totalement différentes au sens où les normes utilisées ne sont pas les mêmes : dans la première
approche, on sépare les effets dus aux rugosités et ceux dus à la faible épaisseur du domaine alors que dans
cette partie, les rugosités sont “rentrées” dans le domaine.

Domaine fluide

z = h(x)

s

FIG. 3.2: Domaine mince et rugueux.

Plus généralement, le problème comporte deux petites échelles : celle liée au domaine mince et celle liée aux
rugosités. Il est important de savoir quel est le lien entre ces échelles pour pouvoir mener une étude complète
(si les deux échelles sont découplées, le résultat dépend du choix de l’ordre dans le passage à la limite).
Dans [BC88, BC89, Dys77, Elr77] les deux échelles sont supposéeségales et la hauteur du domaine est de la
formehε(x) = εh(x, xε ). Dans [BCC05] les rugosités sont supposées plus “lentes”. La hauteur est de la forme
hε(x) = ε h(x, xεα ) avecα < 1. Nous nous intéressons ici au cas suivant :

hε(x) = ε h1(x) + ε2 h2

( x
ε2

)
.

Le domaineΩ dépend deε et est alors défini par

Ωε = {(x, z) ∈ R × R ; 0 < x < 1 et 0 < z < hε(x)} .
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Comme dans l’étude de la partie précédente, les équations de Stokes que nous considérons ici couple le champ
des vitessesuε = (uε, wε) et le champ de pressionpε :





− ∆uε + ∇pε = 0 sur Ωε,

div(uε) = 0 sur Ωε,

uε|z=0 = (s, 0) et uε|z=hε = (0, 0).

(3.3)

3.2.1 Description formelle

Dans un premier temps, on sépare la variable lentex de la variable rapide d’oscillationX = x/ε2 en posant
h(x,X) = εh1(x) + ε2h2(X). Afin de faire porter toute la dépendance enε sur l’équation (et de travailler
dans un domaine fixe) on effectue le changement de variableZ = z

h(x,X) . On écrit ensuite les équations
équivalentes à (3.3) dans les variables(x,X,Z) sur le domaine

Ω = {(x,X,Z) ∈ R × T × R, 0 < x < 1, 0 < Z < 1}.

Ensuite, on s’inspire du cas sans rugosité en injectant le développement suivant :

uε = u0 + εu1 + ε2u2 + · · · , wε = w0 + εw1 + ε2w2 + · · · et pε =
1

ε2
p0 +

1

ε
p1 + p2 + · · ·

dans les équations obtenues. Par soucis de simplicité, nous n’écrirons pas les équations et renvoyons le lecteur
intéressé à [10].
Enfin, on identifie les termes d’ordre équivalent en puissance deε dans chaque équation. Les premières équa-
tions, c’est-à-dire pour les ordres enε−2 et ε−1 dans (3.3), impliquent queu0, w0 et p0 ne dépendent pas de
la variable rapideX. L’ordre suivant permet de montrer entre autre quep0 ne dépend pas deZ et quew1 ne
dépend pas deX. Après quelques tours de passe-passe algébriques, on obtient le système fermé suivant :





−∂2
ZZu0 + h2

1∂xp0 +MZ∂Zu0 = 0,

∂Zp0 = 0,

∂x(h1u0) + ∂Z(w1 − Z∂xh1 · u0) = 0,

(3.4)

oùM =
∫

T
|h′2(X)|2 dX.

Exactement comme pour obtenir l’équation de Reynolds classique (voir l’introduction et plus particulièrement
la page 11), on intègre deux fois la première équation par rapport à la variableZ. On utilise les conditions au
bordu0|Z=0 = s etu0|Z=1 = 0 pour avoir une expression deu0 en fonction dep0 :

u0(x, Z) =

(∫ Z

0

∫ s

0
eM(s2−t2)/2 dtds−

∫ 1

0

∫ s

0
eM(s2−t2)/2 dtds

∫ Z
0 eMs2/2 ds
∫ 1
0 e

Ms2/2 ds

)
h1(x)

2 ∂xp0(x)

+

(
1 −

∫ Z
0 eMs2/2 ds
∫ 1
0 e

Ms2/2 ds

)
s.

Étant donnée la forme conservative de la dernière équation du système (3.4), on a∂x
(∫ 1

0 h1u0dZ
)

= 0, ce

qui permet d’en déduire l’équation de Reynolds généralisée suivante :

∂x

(
h3

1

12
∂xp0

)
= ∂x

(
h1

2
Ks

)

oùK peut s’exprimer directement à l’aide deM . La formule explicite est donnée dans [10], on notera toutefois
que son développement limité pourM petit est le suivant :

K = 1 +
M

30
+ O(M2).
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3.2.2 Justification mathématique

La justification théorique de ce qui a été présenté de façon formelle ci-dessus peut être effectuée en utilisant
un procédé d’homogénéisation et une variante de la convergence double échelle.

Définition 3.1
SoitΩ = ω × (0, 1) ⊂ R

d−1 × R. On dit qu’une suite(vε(x, Z))ε>0 de fonctions deL2(Ω) converge double

échelle vers une limitev0(x, Z,X) dansL2(Ω × T
d−1) et on notevε

2
⇀ v0, si

lim
ε→0

∫

Ω
vε(x, Z)Ψ(x, Z,

x

ε2
) dxdZ =

∫

Ω

∫

Td−1

v0(x, Z,X)Ψ(x, Z,X) dXdxdZ,

pour toute fonction testΨ(x, Z,X) périodique en la troisième variable et satisfaisant

lim
ε→0

∫

Ω
|Ψ(x, Z,

x

ε2
)|2 dxdZ =

∫

Ω

∫

Td−1

|Ψ(x, Z,X)|2 dXdxdZ.

Dans cette définition, la variableZ joue le rôle d’un paramètre. Les propriétés essentielles que nous avons
utilisées sont les suivantes (les trois premières sont classiques, voir parexemple [All92], la dernière est une
conséquence immédiate des précédentes).

Lemme 3.1
a) De toute suite(vε) bornée dansL2(Ω) on peut extraire une sous suite qui converge double échelle

vers une limitev0 ∈ L2(Ω × T
d−1). De plus,

∫
Td−1 v

0(x, Z,X)dX correspond à la limite faible de la
suite(vε) dansL2(Ω).

b) Si(vε) est une suite bornée dansL2(0, 1;H1(ω)) qui converge faiblement versv dansL2(0, 1;H1(ω))
alors elle converge aussi double échelle versv et il existe une fonctionv1 ∈ L2(Ω;H1(Td−1)) telle que

∇xv
ε 2
⇀ ∇xv(x, Z) + ∇Xv

1(x, Z,X).
c) Si (vε) est une suite bornée dansL2(Ω) telle que(ε2∇xv

ε) est bornée dansL2(Ω) alors il existe une

fonctionv0 ∈ L2(Ω;H1(Td−1)) telle quevε
2
⇀ v0 etε2∇xv

ε 2
⇀ ∇Xv

0(x, Z,X).
d) Si(vε) est une suite bornée dansL2(Ω) telle que(ε∇xv

ε) est bornée dansL2(Ω) alors sa limite double
échellev0 ∈ L2(Ω;H1(Td−1)) satisfait∇Xv

0 = 0.

Le théorème obtenu dans [10] est le suivant :

Théorème 3.1
Soit (uε, wε, pε)ε>0 une suite de solution du problème de Stokes(3.3)dans le domaineΩε. La suite remise à
l’échelle

{
(uε, wε/ε, ε2pε) ◦ (x, hε(x)Z)

}
ε>0

converge double échelle vers la solution faible(u0, w1, p0) du
système de Reynolds généralisé(3.4).

• Idées de preuveContrairement à l’obtention formelle des équations limites (paragraphe 3.2.1),pour prou-
ver le théorème 3.1 on commence mettre à l’échelle uniquement le domaine “macroscopique” (et pas les
rugosités).
Étape 1 : changement de domaine -Dans un premier temps, on ré-écrit les équations de Stokes (3.3) dans
un domaine indépendant deε en effectuant le changement de variableZ = z/hε(x). Ceci permet de travailler
sur un problème classique d’homogénéisation contenant une variable lentex, une variable rapidex/ε2 dans
un domaine fixe.

Étape 2 : estimations -Les estimations sur les solutions de ce système (moralement un système de Stokesà
coefficients variables) se font exactement comme celle d’un système de Stokes classique (on obtient d’abord
des estimations sur le champ des vitesses puis sur la pression) :

‖uε‖L2(Ω) . 1, ‖∇uε‖L2(Ω) .
1

ε
, ‖∂Zuε‖L2(Ω) . 1,

‖pε‖L2(Ω) .
1

ε2
, ‖∇xp

ε‖H−1(Ω) .
1

ε2
, ‖∂Zpε‖H−1(Ω) .

1

ε
.
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Étape 3 : limites double échelles -D’après le lemme précédent, on déduit directement qu’il existe des fonc-
tionsp0 ∈ L2(Ω;L2(T)), u0 ∈ L2(Ω;H1(T)) etw0 ∈ L2(Ω;H1(T)) telles que

ε2pε
2
⇀ p0, uε

2
⇀ u0 et wε

2
⇀ w0.

De plus, d’après la dernière propriété du lemme 3.1, on a immédiatement∇Xu0 = 0 et ∇Xw0 = 0. Des
choix de fonctions tests judicieux permettent aussi de montrer successivement que∇Xp0 = 0, ∂Zp0 = 0
et ∂Zw0 = 0 (on notera que la dernière égalité impliquew0 = 0 compte tenu des conditions de Dirichlet
homogènes appliquées àw0).

Étape 4 : passage à la limite dans les équations -La dernière étape consiste à passer à la limite dans les
équations de Stokes (l’équation de la divergence et celle des moments). Onmontre (voir [10] pour les détails)
que la limite(u0, w1, p0) satisfait le système (3.4), la vitesse verticalew1 étant définie par (cette définition
peut paraître parachutée mais elle est issue directement d’un des termes dela formulation faible de l’équation
de la divergence) :

w1 =

∫

T

η1 dX,

oùη1 ∈ L2(Ω, H1(T)) est définie par∇(εwε)
2
⇀ ∇x0 + ∇Xη1.

3.2.3 Applications numériques

Pour visualiser l’effet des rugosités, nous avons tracé sur un même graphique la solution de l’équation de
Reynolds dans la cas d’un domaine lisse et la solution de l’équation de Reynolds dans le cas d’un domaine
rugueux.

• Dans la première figure (voir fig. 3.3) des conditions de Dirichlet homogènes sont imposées sur la pression :
p|x=0 = p|x=1 = 0. De plus, deux domaines physiques sont représentés. Le premier (en pointillés) dont la
hauteur est lisse :h(x) = εh1(x) avech1(x) = 2x2 − 2x+ 1 et le second (en trait plein) prenant en compte
des rugosités :h(x) = εh1(x)+ε2h2(x/ε

2) avech2(X) = sin(X). Les profils de pressions sont représentées
sur le même graphique, confirmant que la présence des rugosités augmentent le maximum de pression dans
des domaines “convergents” (là où la hauteurh décroît).
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FIG. 3.3: Comparaison de pression dans un domaine mince lisse et dans un domaine mince rugueux : condi-
tions de Dirichlet homogènes.
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• Dans la second figure (voir fig. 3.4), les conditions à gauche correspondent à des conditions de flux imposé
par une condition de Neumann homogène :p′|x=0 = 0 alors que la condition à droite reste une condition de
Dirichlet homogène :p|x=1 = 0.
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FIG. 3.4: Comparaison de pression dans un domaine mince lisse et dans un domaine mince rugueux : condition
de Neumann homogène à gauche et Dirichlet homogène à droite.

• Un exemple de condition non homogène au bord est donné par la figure 3.5.Ce test correspond aux condi-
tions au bord suivante :p′|x=0 = 2 etp|x=1 = 0.
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FIG. 3.5: Comparaison de pression dans un domaine mince lisse et dans un domaine mince rugueux : flux
imposé à gauche.
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Chapitre 4

Influence de la topographie sur les modèles
de Saint Venant

Ce chapitre est essentiellement issu de l’article [8] écrit en collaboration avec Marc Boutounet, Pascal Noble
et Jean-Paul Vila. On y obtient de nouveaux modèles pour les écoulementslaminaires à surface libre guidés
par la gravité. Ces modèles prennent en compte d’une part la topographiedu fond, d’autre part les effets de la
capillarité. Pour mettre nos résultats en relief, notons que dans la bibliographie concernant de tels problèmes,
l’approche usuelle est d’approximer la vitesse par une vitesse indépendante de la hauteur et de supposer que
la viscosité est négligeable (voir par exemple [GP01] dans le cas d’un fond plat et [BMCPV03, BW04] dans
le cas d’un fond non plat). Dans notre travail, la viscosité n’est pas supposée négligeable ce qui impose au
champ des vitesses d’être, à l’ordre principal, parabolique.
Après avoir expliqué la méthode utilisée dans le cas d’un fond plat (partie 4.1) nous décrirons brièvement les
difficultés rencontrées dans le cas d’un fond non plat (parties 4.2 et 4.3).

4.1 Équations de Saint Venant sur un fond plat

Physiquement, le cas le plus élémentaire correspond au cas d’un écoulement d’une couche de fluide newtonien,
incompressible, sur un fond plat d’inclinaisonθ et soumis uniquement à l’effet de la gravité (voir la figure 4.1).

θ

h

x

z

θ

h

x

z

FIG. 4.1: Écoulement sur un fond plat. A droite on a représenté un écoulementuniforme dont la hauteur est
constante et pour lequel le profil de vitesse est parabolique.

Les équations décrivant le mouvement sont les équations de Navier-Stokes incompressible (voir les équa-
tions (5)) où la forcef est donnée dans le repère(x, z) par f = g (sin(θ), cos(θ)). Dans ce même repère, le
domaine physique sur lequel les équations sont valides s’écrit

Ω(t) =
{
(x, z) ∈ R

2 ; x ∈ R et 0 < z < h(t, x)
}
.
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La fonction inconnueh désigne la hauteur de fluide. Elle peut être en fait déterminée grâce aux conditions
au bord du domaine : en bas, on impose une condition d’adhérence, en haut on traduit le fait que la frontière
z = h(t, x) est transportée par le fluide (condition d’imperméabilité). Une dernière condition correspond à la
continuité de la contrainte (σ = 2ηsD(u) − pId) à la surface libre du fluide. On impose donc



u(x, 0) = 0, w(x, 0) = 0,

∂th(t, x) + u(x, h(t, x))∂xh(t, x) = w(x, h(t, x)),

(2ηsD(u) − p Id) · n = κHn sur z = h(t, x).

Le vecteurn désigne la normale à la surface du fluide alors queH désigne la courbure de cette surface. Ces
deux quantités peuvent directement s’exprimer à l’aide de la hauteurh.
• Moyenner sur la hauteur - Un des principes de l’obtention des équations de Saint Venant est d’utiliser
des quantités moyennées sur la “verticale”. En utilisant les conditions au bord précédentes, les équations de
Navier-Stokes moyennées (i.e. intégrées pourz ∈ [0, h(x)]) s’écrivent





∂th+ ∂x(

∫ h

0
u) = 0,

∂t(

∫ h

0
u) + ∂x(

∫ h

0
u2) + ∂x(

∫ h

0
p) = 2ηs∂x(

∫ h

0
∂xu) − ηs∂zu

∣∣
z=0

+ g sin(θ)h− κ ∂2
xxh ∂xh

(1 + (∂xh)2)3/2
.

(4.1)

• Adimensionnement -L’étape suivante correspond à la mise sous forme adimensionnelle des équations.
Celle-ci peut se faire comme proposé dans l’introduction de ce mémoire (voirla partie D.2 à la page 12).
Rappelons que ce procédé permet d’introduire quatre nombres sans dimension : le rapport des longueursε, le
nombre de ReynoldsRe, le nombre de FroudeFr et le nombre de WeberWe. On ré-écrit ainsi les équations
de Navier-Stokes, les conditions au bord ainsi que les équations moyennées et on déduit





∂2
zzu+

Re
Fr sin(θ) = εRe(∂tu+ ∂x(u

2) + ∂z(uw)) +
εRe
Fr ∂xp− ε2∂2

xxu,

∂zp+ cos(θ) =
εFr
Re (∂2

zzw + ε2∂2
xxw) − ε2Fr(∂tw + ∂x(uw) + ∂z(w

2)),

p
∣∣
z=h

= −ε
2Fr
We

∂2
xxh

(1 + ε2(∂xh)2)3/2
− 2

εFr
Re ∂xu

∣∣
z=h

1 + ε2(∂xh)
2

1 − ε2(∂xh)2
,

∂zu
∣∣
z=h

= −ε2∂xw
∣∣
z=h

+
4ε2∂xh ∂xu

∣∣
z=h

1 − ε2|∂xh|2
,

u
∣∣
z=0

= 0.

(4.2)

Écrit de la sorte, on fait apparaître la solution uniforme pour laquelle les membres de droite du système
précédent sont tous nuls (voir la figure 4.1 de droite) :

h(x) = 1, u(x, z) =
Re
Fr sin(θ)z(1 − z

2
), w(x, z) = 0 et p(x, z) = (1 − z) cos(θ).

Physiquement, l’idée est de déterminer des régimes pour lesquels on a effectivement une perturbation du cas
uniforme. En choisissant les paramètres indépendants suivants :

α =
εFr
Re , β = εRe, δ =

εRe
Fr , κ =

ε2Fr
We

,

il suffit d’imposer queα, β et δ soient petit (typiquement d’ordreε ≪ 1), et queκ soit d’ordre1. Pour
simplifier les écriture suivantes, on introduit aussi le paramètreλ = Re

Fr .
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• Développement en puissance deε - Formellement on pose

u = u0 + εu1 + ... , w = w0 + εw1 + ... et p = p0 + εp1 + ...

En injectant ces développements dans les équations (4.2), on en déduit par exemple pour la vitesse horizontale
à l’ordre0 :

u0(t, x, z) = λ sin(θ)z
(
h(t, x) − z

2

)
.

Ceci permet d’approcher par exemple les quantités suivantes :

v :=
1

h

∫ h

0
u =

1

3
λ sin(θ)h2 + O(ε) et

∫ h

0
u2 =

6

15
λ2 sin(θ)2h5 + O(ε) =

6

5
hv2 + O(ε)

Les équations moyennées (4.1) sont ainsi approchées par le système





∂th+ ∂x

(
1

3
λ sin(θ)h3

)
= O(ε),

∂t(hv) + ∂x

(
6

5
hv2

)
+
δ

β
∂x

(
h2

2
cos(θ)

)
− κ

δ

β
h ∂3

xxxh =
1

β

( v
3h

− ∂zu
∣∣
z=0

)
+ O(ε).

En utilisant les expressions exactes pouru0, w0 et p0 on en déduit à l’aide du système (4.1) à l’ordre1 en
puissance deε des expressions exactes pouru1, w1 etp1. On a en particulier

∂zu
∣∣
z=0

=
3v

h
+ β

(
7

120
λ2 sin(θ)2∂xhh

4 +
1

8
λ sin(θ)∂thh

2

)
+ O(ε2).

Finalement les équations de Saint Venant sur un fond plat s’écrivent





∂th+ ∂x

(
1

3
λ sin(θ)h3

)
= 0,

∂t(hv) + ∂x

(
6

5
hv2

)
+
δ

β
∂x

(
h2

2
cos(θ)

)
− κ

δ

β
h ∂3

xxxh =
1

β

(
λ sin(θ)h− 3v

h

)
− τ

(4.3)

où τ =
7

120
λ2 sin(θ)2∂xhh

4 +
1

8
λ sin(θ)∂thh

2.

4.2 Équations de Navier-Stokes dans des coordonnées adaptées

Pour faire la même étude dans le cas d’un fond non plat, nous allons commencer par ré-écrire les équations
de Navier-Stokes dans des coordonnées adaptées à la topographie dufond.
Le cadre géométrique que nous avons utilisé dans [8] est celui où le domaine est paramétré par une coordonnée
qui “suit” le fond (coordonnée notéeξ) et une coordonnée “transverse” (notéeξ), voir la figure 4.2.
Dans la suite, on noteraξ = (ξ, ξ) et on supposera que la coordonnée cartésiennex est donnée à l’aide du
paramétrageξ 7→ x(ξ). Ainsi, le domaineΩ(t) où se trouve le fluide à l’instantt est défini par

x ∈ Ω(t) ⇐⇒





x(ξ, ξ) =

(
x(ξ)
z(x(ξ))

)
+ ξ

(
−s(x(ξ))
c(x(ξ))

)
,

0 ≤ ξ ≤ h(ξ, t).

Si le champ de vitesse est notéu dans les coordonnéesx = (x, z) etv dans les coordonnéesξ = (ξ, ξ) alors

u = (∂ξx)v.
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x

z

ξ

θ

ξ

h

FIG. 4.2: Système de coordonnées adopté pour un écoulement sur un fond non plat.

Le premier travail consiste donc à traduire les équations de Navier-Stokesainsi que les équations moyen-
nées (qui sont écrites pour la vitesseu dans les coordonnéesx) en terme d’équations pour la vitessev dans
les nouvelles coordonnéesξ. Essentiellement, le changement de variable fait intervenir le jacobienJ de la
transformation :J = det(∂ξ x), ainsi que les matricesA = (∂ξx)−1 etM̃ = AAt. En notant que

M̃ =

(
M 0
0 1

)
avec M = (∂ξX)−1(Id − s st)(∂ξX)−t,

voici comment on peut écrire les équations de Navier-Stokes dans les nouvelles coordonnées.
• La condition d’incompressibilité s’écrit

divξ(J v) = 0. (4.4)

• Les équations du momentse traduisent par deux équations, l’une pour la vitesse “horizontale”V et l’autre
pour la vitesse “verticale”V (de sorte quev = (V, V )) :





∂t V + v.∇ξ V +M ∇ξ p = −g c (∂ξX)−1 s + Γ(v)

+
µ

J
M
(

divξ(JPM) + ∂ξ(JZ) +
J

2
P : ∇ξM

)
,

∂t V + v.∇ξ V + ∂ξ p = −g c+ Γ(v)

+
µ

J

(
divξ(JMZ) + ∂ξ(J f) +

J

2
P : ∂ξM

)
,

(4.5)

où on a décomposé les termes d’advection en introduisant

(
Γ(v)

Γ(v)

)
=

(
(∂ξX)−1

(
− ∂2

ξξX · V · V + 2V ∂ξsV + Γ(v)s
)

−cV t∂ξ x
t∂2
xx z ∂ξX V

)
,

et où les termes de contrainte (σ dans le repère initial) ont été écrits sous la forme

A−tσA−1 =

(
P Z
Zt f

)
.

• Les conditions au bord -La condition de non glissement sur le fond du domaine (c’est-à-dire pourξ = 0)
se traduit naturellement par

V = 0 et V = 0.

La condition d’imperméabilité à la surface libre (c’est-à-dire pourξ = h(t, ξ)) devient

∂t h+ V · ∇ξ h = V ,
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et la condition de continuité de la contrainte à la surface libre s’écrit{
ηspM∇ξ h+ ηsZ + pM∇ξ h = −κH∇ξ h,

−ηs(MZ)t∇ξ h+ ηsf − p = κH,
la quantitéH désignant la courbure de la surface libre.

• Les équations moyennéess’obtiennent en intégrant sur la hauteur(0, h) d’une part la condition d’in-
compressibilité (4.4) et d’autre part les équations du moment (4.5). Pour cequi est de la condition d’incom-
pressibilité, on obtient

∂th̃+ divξ
(
h̃ṽ) = 0,

où h̃ =

∫ h

0
J et h̃ṽ =

∫ h

0
JV . A partir de l’intégration des équations du moment (4.5), on en déduit

(h̃ṽ)t + divξ
(∫ h

0
JV ⊗ V + JpM

)
+ κHJ

∣∣
z=h

M
∣∣
z=h

∇ξh =

− gc

∫ h

0
J(∂ξX)−1s − ηs J

∣∣
z=0

M
∣∣
z=0

Z
∣∣
z=0

+

∫ h

0
J Γ(v)

+

∫ h

0
pdivξ(JM) +

ηs
2

∫ h

0
JM(P : ∇ξM) − ηs

∫ h

0
∂ξM J Z

+ ηsdivξ

∫ h

0
JMPM − ηs

∫ h

0
JPM :: ∇ξM.

4.3 Équations de Saint Venant sur un fond non plat

Le principe de cette partie est similaire à celui présenté pour obtenir les équations de Saint Venant dans le cas
d’un fond plat. Par soucis de clarté nous ne détaillerons pas les calculs, lelecteur intéressé pourra consulter
l’article [8].
La première étape consiste à adimensionner les équations de Navier-Stokes(c’est-à-dire toutes les équations
présentées dans la partie précédente : condition d’incompressibilité, équations du moment, conditions au bord
et équations moyennées). Par rapport au cas du fond plat présenté dans la section 4.1, nous devons “adimen-
sionner la topographie”. Celle-ci intervient essentiellement à travers la courbureH dans les équations de la
partie précédente. Ainsi, siR désigne une longueur caractéristique pour le rayon de courbure du fond alors on
introduit le paramètre sans dimensionθR = L

R de sorte que la courbureH soit adimensionnée parH = θR

L H⋆.
On verra par la suite que le choix de l’ordre de grandeur deθR (d’ordreε ou d’ordre1) permet d’aboutir à
différents types de modèles.
Exactement comme pour le cas plat, on ré-écrit le système adimenionné en faisant intervenir les paramètres
indépendants suivants :

α =
εFr
Re = O(ε), β = εRe = O(ε), δ =

εRe
Fr = O(ε), κ =

ε2Fr
We

= O(1).

Formellement, en séparant les termes “sansε” des autres termes, on écritJ = J0 +O(ε) etM = M0 +O(ε).
De même, le système obtenu prend la forme suivante si on met dans les membres de gauche tous les termes
“sansε” (voir le système (4.2) pour l’analogue dans le cas d’un fond plat) :





∂2
ξξ

(J0V ) − λscJ0(∂ξx)
−1 = ΨV (t, ξ,v, p),

∂ξp+ c = Ψp(t, ξ,v),

p
∣∣
ξ=h

= Πp(t, ξ,v
∣∣
ξ=h

),

∂ξV
∣∣
ξ=h

= Πv(t, ξ,v
∣∣
ξ=h

),

V
∣∣
ξ=0

= 0.
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Cette écriture permet, après avoir proposé les développements formelsV = V0+εV1+..., V = V 0+εV 1+...
et p = p0 + εp1 + ..., de mettre en œuvre une méthode itérative pour obtenir des expressions explicites de
chacun des termes.
Tous calculs faits, voici les équations de Saint Venant obtenues pour une topographie arbitraire (on pourra
comparer au système (4.3) obtenu dans le cas d’un fond plat) :





∂th̃+ divξ(h̃ṽ) = 0,

∂t(h̃ṽ) + divξ

(
6

5
h̃ṽ ⊗ ṽ

)
+
δ

β
J0 M0∇ξ

(
h̃2

2J0
c

)
− κ

δ

β
h̃M0∇ξH

=
1

β

(
−λ ch̃(∂ξ x)−1s − 3J2

0

h̃
ṽ

)
+
δ

β
T1 + λ2T2,

(4.6)

oùT1 etT2 sont des fonctions (relativement compliquées !) deξ eth, voir les détails dans [8].
Ecrit ainsi, le système (4.6) ne précise pas quelle paramétrisation est utilisée par le fond (en fait la paramétri-
sation est cachée dans le changement de variable et donc dansc, s, ∂ξ x, J0 etM0). En pratique, le fond peut
être paramétré de façon assez naturelle par les lignes de plus grande pente (lorsque celles-ci existent). Dans
ce cas, en notantθ l’inclinaison local maximale du fond etφ l’autre paramètre, on a

c = cos(θ), s =

(
− sin(θ) cos(φ)
sin(θ) sin(φ)

)
, ∂ξ x =

(
cos(θ) cos(φ) − sin(φ)
cos(θ) sin(φ) cos(φ)

)
, J0 = 1 et M0 = Id.

Remarque 4.1
Le seul point qui reste à discuter concerne l’ordre de grandeur de lacourbure de la surfaceH. En effet, un
calcul simple montre queH = θRHb + O(ε), autrement dit qu’à l’ordre principal la courbure de la surface
libre est liée à la courbureθRHb du fond. Ainsi, si la courbure du fond est petite (θR = O(ε)) on retrouve des
modèles de Saint Venant usuels avec une capillarité de typeh∇∆h, voir [BD03, BDL03].
Dans la suite, nous supposerons que le fond est vraiment non plat et que sa courbure est d’ordre1 : θR = O(1).

Avec ce paramétrage, le modèle de Saint Venant (4.6) prend une forme plus explicite :




∂th+ divξ(hv) = 0,

∂t(hv) + divξ
(6

5
hv ⊗ v − λ2c2h5

75
∂ξ x

−1s ⊗ ∂ξ x
−1s
)

+
δ

2β
∇ξ(ch

2) =

− κ

2
hdivξ(∂ξ1θ + sin(θ)∂ξ2φ) +

1

β

(
λh sin(θ)

(
1
0

)
− 3v

h

)

+
δ

β
h2 sin(θ)

(
−1

2(∂ξ1θ + sin(θ)∂ξ2φ)
5
8(∂ξ2θ − sin(θ)∂ξ1φ)

)

+
( 6

35
sin(θ)∂ξ1φ− 3

175
cos(θ)∂ξ1θ

)
λ2h5 sin(θ)

(
1
0

)
,

Notons que si on s’intéresse à des modèles de Navier-Stokes dans le planalors on en déduit des modèles de
Saint Venant mono dimensionnels :





∂th+ ∂ξ(hv) = 0,

∂t(hv) + ∂ξ

(6

5
hv2 − λ2 sin(θ)2h5

75
+
δ ch2

2β

)
+ κh∂2

ξξ θ

=
1

β

(
λh sin(θ) − 3v

h

)
− δ

2β
h2 sin(θ)∂ξθ −

3λ2h5

175
sin(θ) cos(θ)∂ξθ.
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Chapitre 5

Singularités dans des écoulements minces de
fluides de type Bingham

Ce chapitre est un résumé de ce qui est présenté dans l’article [19]. Ony décrit la pression au sein d’un fluide
injecté entre deux plaques parallèles et rencontrant une singularité. En fonction de l’angle de la singularité, on
donne un équivalent de la pression dans les coordonnées polaires auvoisinage de la singularité. Les fluides
considérés sont des fluides newtoniens généralisés (y compris les fluides à seuil). Des applications numériques
permettent de visualiser les résultats.

Dans un tel cadre physique, les premiers travaux auxquels nous nous sommes référés datent de 1963 : H.-K.
Moffatt [Mof63] étudie le comportement d’un écoulement de fluide newtonien confiné entre deux plaques et
rencontrant une singularité. Plus tard, dans [HTL88], O. Hassager et T.-L. Lauridsen se sont intéressés au cas
des fluides dits en loi de puissance alors que dans [HRI77] R.-R. Huilgolet R.-I. Tanner ont présenté le cas
de fluide du type second ordre. Notre objectif est de donner une méthodegénérale permettant de décrire ces
comportements pour une large classe de fluide.

FIG. 5.1: Problématique du chapitre : comment se comporte la pression au voisinage de la singularité ?

Étant donnée la nature du problème (voir la figure 5.1), on travaillera exceptionnellement dans ce chapitre
en dimension3 d’espace. Les coordonnées seront notées(x, y, z) et le champ des vitessesu = (u, v, w).
Nous considérons un fluide incompressible newtonien généralisé, c’est-à-dire un fluide incompressible dont
la contrainteσ est donnée par

σ = −p Id + 2f(γ̇)D(u),

avecγ̇2 = Tr(D(u)2). Les choix classiques de fonctionsf ont été donnés en introduction, page 5. Nous les
reprendrons comme exemple par la suite.
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5.1 Équation de Reynolds généralisée au voisinage d’une singularité

Dans l’approximation des films minces, c’est à dire en supposant que la hauteur du domaine est petite par
rapport aux largeur et longueur, on approche les équations du mouvement pour un fluide newtonien généralisé
(voir l’équation (6) donnée à la page 6) par

{
∂xp = ∂z(f(γ̇)∂zu), ∂yp = ∂z(f(γ̇)∂zv), ∂zp = 0,

∂xu+ ∂yv + ∂zw = 0,

et γ̇ =
√

(∂zu)2 + (∂zv)2. Notons que la justification de ce passage à la limite “faible épaisseur” est justifié
pour certaines fonctionsf , voir à ce sujet [SÉT05, Tao96]. Les conditions au bord que nous considérons sont
des conditions d’adhérence sur les plaques inférieure et supérieuredu domaine. Pour des raisons de symétrie
(c’est essentiellementvia cette condition que l’hypothèse de plaques parallèles est importante) on a


u = v = w = 0 pourz = H/2,

∂zu = ∂zv = w = 0 pourz = 0.

Avec ces conditions au bord, il est possible (en suivant toujours les mêmes idées que pour obtenir l’équation
de Reynolds pour des écoulements newtoniens, voir page 10) d’écrire une équation sur la pression :

∂x(g(X)∂xp) + ∂y(g(X)∂yp) = 0, X =
√

(∂xp)2 + (∂yp)2, (5.1)

oùg(X) =
2

X

∫ H/2

0
z G(zX) dz et oùG est définie par

zX = f(γ̇)γ̇ ⇐⇒ γ̇ = G(zX).

Notons que pour définir correctementG, il faut en particulier que l’applicationζ 7→ f(ζ)ζ soit inversible. En
pratique, pour l’étude qui nous concerne, on verra qu’il suffit de pouvoir inverser l’équation seulement pourγ̇
au voisinage de0 et au voisinage de+∞.

Remarque 5.1
Dans le cas simple d’un fluide newtonien, la fonctionf est constante :f(γ̇) = ηs. On en déduit queg est

aussi constante :g(X) = H3

12ηs
. Dans ce cas newtonien, l’équation(5.1)correspond à l’équation de Reynolds

classique(15).

FIG. 5.2: Différents types de singularités et d’écoulements possibles

Supposons que le domaine sur lequel est posée l’équation de Reynolds (5.1) possède une singularité, autrement
dit un “coin” entrant ou sortant (voir la figure 5.2). Pour pouvoir décrire de façon précise la pression au
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voisinage d’une telle singularité, on écrit l’équation (5.1) dans un système de coordonnées polaires centré en
la singularité :

∂r(r g(X)∂rp) +
1

r
∂θ(g(X)∂θp) = 0, X =

√
(∂rp)2 +

1

r2
(∂θp)2. (5.2)

Ce système est écrit pour(r, θ) ∈ R
+
∗ ×] − α, α[ où 2α correspond à l’angle de la singularité. Les conditions

au bord que nous considérons sont de deux types selon les cas physiques étudiés.


∂θp(r, α) = p(r, 0) = 0 pour un écoulement dit anti-symétrique,

∂θp(r, α) = ∂θp(r, 0) = 0 pour un écoulement dit symétrique.

Ainsi, sur la figure 5.2, les dessins aux extrémités sont des écoulements antisymétriques alors que les deux
dessins centraux correspondent à des écoulements symétriques.

5.2 Expression de la pression au voisinage d’une singularité

La question à laquelle nous avons répondu dans l’article [19] concernele comportement de la pression au
voisinage d’une singularité, et donc la résolution de l’équation (5.2) pourr petit. L’idée est de chercher la
pression au voisinage de la singularité sous la formep(r, θ) = rmϕ(θ) + o(rm) avecm > 0. Les termes
dominants, lorsquer est petit, dans l’équation (5.2) s’écrivent

∂θ(g(X)∂θϕ) +m
(
mg(X) + (m− 1)Xg′(X)

)
ϕ = 0, X = rm−1

√
m2ϕ2 + (∂θϕ)2. (5.3)

Selon les cas, ce système est muni des conditions au bord suivantes :


ϕ′(α) = ϕ(0) = 0 pour un écoulement anti-symétrique,

ϕ′(α) = ϕ′(0) = 0 pour un écoulement symétrique.

Nous présentons dans ce manuscrit uniquement les résultats concernant les écoulements antisymétriques, le
lecteur intéressé par le cas symétrique pourra consulter [19].

5.2.1 Cas des fluides newtoniens

Dans le cas d’un fluide newtonien, l’applicationg est constante (voir la remarque 5.1) et par conséquent
l’équation (5.3) s’écritϕ′′ +m2ϕ = 0. Le réelm2 correspond alors à la plus petite valeur propre non nulle du
laplacien, la fonctionϕ est une fonction propre associée :

m =
π

2α
et ϕ(θ) = sin

(
πθ

2α

)
.

5.2.2 Cas des fluides à loi de puissance

Pour un fluide à loi de puissance on af(γ̇) = ηsγ̇
n−1. Tous calculs faits l’équation (5.3) s’écrit

ϕ′′ +m2ϕ+

(
1

n
− 1

)
m(m− 1)

ϕ′2 +m2ϕ2

(1/n)ϕ′2 +m2ϕ2
ϕ = 0.

Étant donnés une valeurα de l’angle de la singularité et un indice de puissancen dans la loi de puissance,
cette équation munie des conditions “antisymétriques” au bord a été résolue numériquement en utilisant une
méthode de tir, voir la figure 5.3. Par la suite la solution(m,ϕ) correspondante sera notéem = Mα et
ϕ = Ψα.
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FIG. 5.3: A gauche, les itérations successives convergeant vers la solution ϕ = Ψα lorsqueα = 3π/4 et
n = 10. A droite, le champ de pressionp(x, y) correspondant.

Remarque 5.2
Dans ce type de problème aux valeurs propres, il est possible d’obtenirla valeur dem de façon explicite (voir
le Théorème 3.2.4 dans [AJ92, p.359]. Avec les notations utilisées ici, on a

Mα =
β(α) + n− 1

β(α) − 1
où β(α) =

1

2

(
1 − n±

√
(n− 1)2 +

4nπ2

(π − 2α)2

)
,

le signe indéterminé dans l’expression deβ valant+ si 2α < π et − si 2α > π. Les valeurs numériques
obtenues ont été confrontées (avec succès !) à ces valeurs théoriques.

5.2.3 Cas des fluides de type Carreau-Yasuda

Dans le cas d’un fluide dont la loi constitutive est la loi de Carreau-Yasuda, la fonctionf est donnée sous la
forme

f(γ̇) = η∞ + (ηs − η∞)[1 + (λ γ̇)a](n−1)/a.

L’inverse de l’applicationζ 7→ ζf(ζ) n’est pas simple à déterminer et n’est pas toujours définies surR
+.

En fait on peut facilement voir qu’il n’est pas utile de la calculer exactement. En effet, on recherche un
comportement asymptotique lorsque le fluide est au voisinage de la singularité,autrement dit on cherche un
équivalent de la pression lorsquer est petit. Selon la valeur dem par rapport à1 (voir l’expression deX(r, θ)
dans l’équation (5.3)), on s’intéresse donc au comportement deg(X) lorsqueX est proche de0 (casm > 1)
ou lorsqueX est proche de+∞ (casm < 1). Ainsi, seul le comportement def(γ̇) lorsqueγ̇ est proche de0
et+∞ est utile. Dans le cas de la loi Carreau-Yasuda, on a

f(γ̇) ∼ ηs au voisinage de0 et f(γ̇) ∼ C γ̇n−1 au voisinage de+∞.

On en déduit le résultat suivant :

Théorème 5.1
Pour un écoulement “antisymétrique” d’un fluide satisfaisant la loi de Carreau-Yasuda, la pressionp(r, θ) au
voisinage d’une singularité d’angleα est équivalente àrm ϕ(θ) où

m =





π

2α
si α ≤ π/2,

Mα si α > π/2,
et ϕ(θ) =





sin

(
πθ

2α

)
si α ≤ π/2,

Φα(θ) si α > π/2.
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Le résultat de ce théorème est illustré graphiquement par la figure 5.4 de gauche. Selon l’angle de la singu-
larité, la pression se comporte comme dans le cas d’un fluide newtonien (anglepetit) ou comme dans le cas
d’un fluide en loi de puissance (angle grand).

5.2.4 Cas des fluides à seuil

Dans le même état d’esprit, il est possible d’établir un résultat concernantles fluides à seuil. Pour un fluide à
seuil, la fonctionf n’est pas clairement définie en0 (voir par exemple la définition d’un fluide de Bingham
page 5), par contre la réciproque de l’applicationζ 7→ f(ζ)ζ est bien définie surR+. Par exemple, pour un
fluide de Bingham, la fonctionG correspondante vaut

G(zX) =





zX − σ0

ηs
if zX > σ0,

0 if zX ≤ σ0.

Connaissant alors le comportement deG (et donc deg, via la relationg(X) =
2

X

∫ H/2

0
z G(zX) dz) pour

des petites ou des grandes valeurs deX, on peut comme dans le cas de la loi de Carreau-Yasuda obtenir le
résultat suivant :

Théorème 5.2
Pour un écoulement “antisymétrique” d’un fluide de type Bingham au voisinage d’une singularité d’angleα
on a

– Soit2α < π, et le fluide a un comportement solide,
– Soit2α > π, et la pressionp(r, θ) au voisinage de la singularitér = 0 est équivalente àrMα Φα(θ).

Ce théorème indique notamment qu’un fluide à seuil aura toujours un comportement solide dans un coin
rentrant. Il est illustré par la figure 5.4 de droite.
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FIG. 5.4: Dépendance entre la puissancem et l’angleα. A gauche, pour un fluide newtonien (—), pour un
fluide en loi de puissance (—) et pour un fluide de loi de Carreau (◦◦). A droite, pour un fluide de loi de
Herschel-Bulkley.
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Chapitre 6

Écoulements diphasiques et films minces

Ce chapitre est issu du travail de thèse de Bérénice Grec que j’ai co-encadré avec Guy Bayada (voir son
mémoire [Gre08], repris en partie dans les articles [2, 4]). L’idée est d’utiliser des modèles diphasiques à
interfaces diffuses pour comprendre par exemple les phénomènes de cavitation en lubrification. En effet,
il existe plusieurs modèles qui tentent de reproduire ces phénomènes. Citons à titre d’exemples le modèle
d’Elrod-Adams [Elr81, EA75] ou encore un modèle basé sur l’équation de Buckley-Leverett [BMV06, Pao03].
Chacun de ces modèles possède des limitations qui sont souvent dues auxhypothèses introduites. Ainsi dans
le modèle de Buckley-Leverett on suppose que les deux fluides sont séparés par le graphe d’une fonction de
la variablex, ce qui sous-entend qu’il ne peut y avoir de “retour” d’un fluide au dessus de l’autre.

En utilisant un modèle à interface diffuse, on espère donc pouvoir s’affranchir d’hypothèse concernant l’in-
terface entre les deux fluides.

Domaine fluide

z = εh(x)

s

FIG. 6.1: Écoulement diphasique entre deux surfaces proches et en mouvement relatif.

6.1 Modélisation d’un écoulement diphasique en lubrification

Un mélange de deux fluides newtoniens peut être modélisé par les équations de Navier-Stokes-Cahn-Hilliard
couplant le champ des vitessesu, le champ de pressionp et le paramètre d’ordreϕ (voir le système (12) à la
page 9) :





ρ (∂tu + u · ∇u) + ∇p− div(η(ϕ)D(u)) = κµ∇ϕ,
div u = 0,

∂tϕ+ u · ∇ϕ− 1

Pediv (B(ϕ)∇µ) = 0,

µ = −α2∆ϕ+ F ′(ϕ).

(6.1)
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Si on s’intéresse à des problèmes issus de la lubrification, ces équations sont posées dans un domaineΩε

dépendant d’un paramètreε≪ 1 et de la forme

Ωε = {(x, z) ∈ R
2 ; 0 < x < L et 0 < z < εh(x)}.

Avant de décrire la situation pour des films minces, c’est-à-dire pourε petit, rappelons que ce système (6.1) a
été étudié par Franck Boyer au cours de sa thèse [Boy01], voir aussi[Boy99, Boy00, Boy02]. Il a en particulier
prouvé que le système ci-dessus était bien posé (sous des hypothèses raisonnables pour le potentielF , la
fonction de viscositéη...). Il a aussi effectué des simulations numériques et proposé un algorithmeque nous
avons utilisé par la suite (voir la partie 6.3). Notons toutefois que les résultats d’existence qu’il a prouvé
nécessitent des conditions au bord de type Neumann pour le paramètre d’ordreϕ, ce qui n’est pas le cas dans
les problèmes qui nous préoccupent. En effet, on souhaite modéliser l’injection d’un fluide. On devra imposer
la valeur deϕ en amont, et donc se donner une condition au bord de type Dirichlet.

L’idée de cette partie est la même que celle qui a été développée dans le chapitre 1. On effectue un adimen-
sionnement des équations en faisant apparaître deux longueurs caractéristiques : la largeur du domaine et sa
hauteur. On fait l’hypothèse que le rapport de ses deux grandeurs est petit (c’est le paramètre notéε) puis
on ré-écrit les équations adimensionnées en faisant intervenir ce paramètre. Bien entendu, il faut aussi adi-
mensionner toutes les nouvelles quantités qui n’ont pas lieu d’être dans le cas d’un écoulement newtonien
d’un seul fluide. Par exemple, il faut faire un choix sur l’ordre de grandeur (par rapport àε) de la tension de
surfaceκ. Dans ce document, nous supposerons queκ est de l’ordre deε, c’est-à-dire que nous nous mettons
dans un cadre physique où les forces dues à la tension de surface sont petites. Le lecteur qui serait intéressé
par le cas où la tension de surface n’est plus négligeable pourra consulter [2] ou bien la thèse de Bérénice
Grec [Gre08]. De même, essentiellement pour des raisons mathématiques, l’adimensionnement des quanti-
tésα et de la fonctionF est fait pour que l’équation de Cahn-Hilliard conserve sa forme globale dans le
problème limiteε = 0. Plus exactement, nous obtenons formellement lorsqueε→ 0 le modèle suivant :





∂z(η(ϕ)∂zu) = ∂xp et ∂zp = 0,

∂xu+ ∂zw = 0,

∂tϕ+ u∂xϕ+ w∂zϕ− 1

Pediv (B(ϕ)∇µ) = 0,

µ = −α2∆ϕ+ F ′(ϕ),

défini sur le domaineΩ = {(x, z) ∈ R
2 ; 0 < x < L et 0 < z < h(x)}.

Exactement comme pour obtenir l’équation de Reynolds sur la pression à partir des équations de Navier-
Stokes, on peut intégrer deux fois par rapport à la variablez l’équation sur la vitesseu. La seule différence avec
le cas monophasique est que la viscosité n’est pas constante. Une fois obtenue une relation donnant la vitesse
horizontaleu en fonction de la pressionp et du paramètre d’ordreϕ, on utilise la relation d’incompressibilité

sous la forme∂x
(∫ h

0 u(x, z) dz
)

= 0 pour en déduire une équation de type Reynolds (voir l’équation de

Reynolds classique (15) à la page 12). Tous calculs faits, on obtient le système suivant :




∂x(D̃ ∂xp) = ∂x(Ẽ s)

u =

(
B − B̃

Ã
A

)
∂xp+

(
1 − A

Ã

)
s et w = −

∫ z

0
∂xu(x, ζ) dζ,

∂tϕ+ u∂xϕ+ w∂zϕ− 1

Pediv (B(ϕ)∇µ) = 0,

µ = −α2∆ϕ+ F ′(ϕ).

(6.2)

où

A(x, z) =

∫ z

0

dζ

η(ϕ(x, ζ))
, B(x, z) =

∫ z

0

ζ dζ

η(ϕ(x, ζ))
, C(x, z) =

∫ z

0

ζ2 dζ

η(ϕ(x, ζ))
,
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et Ã(x) = A(x, h(x)), B̃(x) = B(x, h(x)), C̃(x) = C(x, h(x)), D̃ = C̃ − B̃2/Ã et Ẽ = B̃/Ã.
Comme dans tous les problèmes liés à la lubrification que nous abordons, les conditions au bord pour le champ
des vitesses sont des conditions de type Dirichlet (avec vitesse imposée enbas, vitesse nulle en haut et débit
imposé en amont). Les conditions au bord qui sont physiquement pertinentes pour le paramètre d’ordreϕ dans
ce type d’écoulement sont des conditions de type “injection”. Plus précisément, on pose



u(x, 0) = s, w(x, 0) = 0, u(x, h(x)) = 0, w(x, h(x)) = 0,
∫ h(0)

0
u(0, z) dz = q0, p(1) = 0,

ϕ(0, z) = ϕg(z), µ(0, z) = 0,

∂nϕ = 0, ∂nµ = 0 sur les autres bords.

(6.3)

Pour des raisons mathématiques, les résultats théoriques que nous démontrons ensuite ne sont prouvés que
dans le cas ouϕg est constante, à valeurs dans{0, 1

2 , 1}. Autrement dit lorsque l’on injecte uniquement un
seul fluide, ou un mélange uniforme des deux fluides.

6.2 Existence d’une solution au problème limite

Le système précédent (6.2)–(6.3) est un système couplant le champ de pressionp, le champ des vitesses(u,w)
et le paramètre d’ordreϕ. D’un point de vue pratique, les vitessesu etw sont exprimées de manière explicite
en fonction dep et ϕ. On peut donc voir le système précédent comme un système de deux équations (Reynolds
et Cahn-Hilliard) à deux inconnues (pressionp et paramètre d’ordreϕ). C’est en utilisant cette structure qu’on
démontre le résultat suivant (voir l’énoncé précis de ce théorème et la version complète de la preuve dans [2]
ou dans [Gre08, p. 165]) :

Théorème 6.1
Il existe une solution faible(p, u, w, ϕ, µ) au système(6.2)–(6.3) telle que

p ∈ L∞(0,+∞;H2(0, L)),

u ∈ L∞(0,+∞;H1(Ω) ∩ L∞(Ω)), w ∈ L∞(0,+∞;L2(Ω)),

ϕ ∈ L∞(0,+∞;H1(Ω)) ∩ L2
loc(0,+∞;H3(Ω)), µ ∈ L2

loc(0,+∞;H1(Ω)).

• Éléments de preuve -Comme précisé ci-dessus, on peut ramener l’étude du système (6.2) au système
suivant couplant uniquement pression et paramètre d’ordre :




∂x(D̃[ϕ] ∂xp) = ∂x(Ẽ[ϕ] s)

∂tϕ+ u[p]∂xϕ+ w[p]∂zϕ− 1

Pediv (B(ϕ)∇µ) = 0 avec µ = −α2∆ϕ+ F ′(ϕ).
(6.4)

Le principe de la preuve est de découpler l’équation de Reynolds de l’équation de Cahn-Hilliard en utilisant
une méthode de point fixe. Plus précisément, étant donnée une valeur deϕn, on obtient d’abord la pres-
sionpn+1 solution de la première équation du système (6.4). Ensuite, à partir de cette pressionpn+1 on résout
la seconde équation du système (6.4) pour en déduireϕn+1, etc. L’objectif étant de passer à la limiten→ +∞
dans ce processus, il faut donc avoir de “bonnes” estimations pour chacune des deux équations.
• L’équation de Reynolds (première équation du système (6.4)) étant elliptique, il suffit de se convaincre
que les coefficients̃D[ϕ] et Ẽ[ϕ] sont assez réguliers pour obtenir une “bonne” estimation sur la pressionp.
En pratique, on montre que dès queϕ ∈ H1(Ω) alorsD̃[ϕ] et Ẽ[ϕ] sont dansH1(0, L) et qu’il existe une
constanteδ telle queD̃[ϕ] ≥ δ > 0 (ce qui implique la coercivité de l’équation de Reynolds étudiée).
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• L’étape suivante consiste à, connaissant la régularité deϕ et dep, en déduire la régularité du champ de vitesse
(u,w). Ces estimations sont immédiates puisque des formules explicites fournissentu etw en fonction deϕ
et dep (voir le système (6.2)).
• La dernière étape est celle concernant l’équation de Cahn-Hilliard (seconde équation du système (6.4)). Il
s’agit de, connaissant la régularité de la vitesse(u,w), d’en déduire la régularité de la solutionϕ. Le principe
pour obtenir de telles estimations sur cette équation (et aussi l’existence d’une solution !) est d’utiliser une
méthode de Galerkin (on pourra consulter [Boy99, 11] pour ce type d’approche concernant l’équation de
Cahn-Hilliard). La principale différence avec les résultats connus auparavant vient du fait que les conditions
au bord sont différentes : habituellement les conditions utilisées sur le paramètre d’ordreϕ sont des conditions
de type Neumann alors que le problème physique introduit ici fait appel à des conditions de type Dirichlet sur
une partie du bord (car on impose ce qui entre dans le domaine).

6.3 Applications numériques

6.3.1 Présentation de la méthode

Au cours de ces quelques lignes, je présente les travaux qui ont été réalisés dans la dernière partie de la thèse de
Bérénice Grec [Gre08]. L’objectif est de proposer un algorithme poureffectuer des simulations d’écoulement
diphasique dans des films minces en utilisant le modèle décrit dans la partie 6.1.
La méthode qui a été utilisée est la même que celle concernant la preuve du théorème 6.1, à savoir une méthode
de splitting pour distinguer la partie Reynolds de la partie Cahn-Hilliard.
• Du point de vue de la discrétisation, nous avons choisi d’utiliser la méthode des différences finis, et donc par
simplicité de travailler avec un domaine rectangulaire. Puisque la plupart des problèmes physiques réalistes
en lubrification sont posés sur des domaines courbes (voir par exemple lafigure 6.1 en introduction de ce
chapitre, ainsi que la définition du domaineΩε à la page 53) nous avons dans un premier temps ré-écrit tout
le système (6.2) sur un domaine rectangulaire (en introduisant la nouvelle variableZ = z/h(x)).
• L’équation de Reynolds étant une équation elliptique “classique”, nous l’avons discrétisée de façon usuelle.
A noter que les conditions au bord pour la pression sont une condition de type Dirichlet homogène enx = L, et
une condition de type Neumann non homogène enx = 0. Cette dernière condition pouvant être explicitement
reliée à la condition de débit imposé par les conditions (6.3).
• Le champ des vitesses(u,w) est obtenu par une méthode de quadrature d’après les expressions explicites
du système (6.2).
• Pour ce qui est de la discrétisation de l’équation de Cahn-Hilliard, nous avons repris la discrétisation qu’avait
proposé Franck Boyer au cours de sa thèse [Boy01], séparant enparticulier la partie transportée de la partie
diffusive (les détails de toutes les discrétisations sont décrites dans [Gre08]).

6.3.2 Validation du programme

Comme pour tout algorithme, la première étape consiste à valider son contenu. Ceci se fait au moyen de tests
“classiques” pour lesquels on connaîta priori la solution. Deux types de validation sont présentées dans cette
partie.
• La première concernant l’équation de Reynolds, c’est-à-dire en prenantϕ = 1 l’équation de Cahn-Hilliard
est automatiquement satisfaite et on s’intéresse uniquement à un écoulementmonophasique. On retrouve alors
le comportement connu (par exemple le phénomène de paliers pour la pression), voir les figures 6.2.
• La seconde pour vérifier l’influence des viscosités, et en particulier lorsque les rapports de viscosité entre les
deux fluides sont grands. La viscosité de l’eau étant de10−3 Pa.s alors que celle du miel étant de8.10−2 Pa.s,
on a comparé (voir les figures 6.3) le déplacement d’une goutte de miel dansde l’eau avec celui d’une goutte
d’eau dans du miel.
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FIG. 6.2: Forme du domaine, profil de pression et champ de vitesses dans le cas monophasique.

FIG. 6.3: Évolution d’une goutte de miel dans de l’eau (à gauche), et évolutiond’une goutte d’eau dans du
miel (à droite).

On a aussi observé que le modèle simplifié (par rapport aux équations de Navier-Stokes complètes) permettait
quand même de capter des phénomènes bien connus dans le domaines des écoulements diphasiques : les
recirculations dans des gouttes (voir par exemple les travaux de Paul Vigneaux [Vig07]). La figure 6.4, obtenue
avec le modèle (6.2), en est une illustration.

FIG. 6.4: Lignes de champ de vitesses montrant des recirculations dans une goutte.

6.3.3 Application à la cavitation

Au cours de sa thèse, Bérénice Grec a effectué des simulations numériques proches d’un cadre physique
réaliste pour lequel d’autres essais numériques avaient déjà été réalisés, voir [BMV06]. La géométrie est
décrite par un profil “convergent-divergent” :

h(x) =
2

3

(
(2x− 1)2 +

1

2

)
.
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Le débit et la vitesse de cisaillement valent respectivement

q0 = 0.28 et s = 1.

Enfin, le rapport entre les deux viscosités est choisi pour correspondre au rapport eau / air :

η1 = 1 et η2 = 1000.

Sur la figure 6.5 j’ai repris les figures obtenues pour les valeurs du paramètre d’ordreϕ aux tempst = 0,
t = 0.2, t = 0.5 et t = 2.

FIG. 6.5: Répartition des deux fluides à différents temps.

Le fluide le plus visqueux (l’eau) est initialement en bas. Sous l’effet du cisaillement et de la géométrie, il
se créé une zone de saturation (c’est-à-dire une zone où il n’y a que de l’eau sur la verticale). Cette situation
correspond au tempst = 0.5. Pour information, le champ des vitesses à cet instant est indiqué sur la figure 6.6.

FIG. 6.6: Champ des vitesses à l’instant où l’eau sature.

Cette figure montre que le champ des vitesses est dirigé vers la gauche à l’endroit où le fluide sature (x ≈ 7/30
etz ≥ 20/30) : l’écoulement n’est pas en situation stationnaire. Les modèles classiquesayant pour hypothèse
que les deux fluides sont séparés par un graphex 7→ z ne peuvent pas capter les phénomènes ultérieurs. En
effet, dans la dernière image de la figure 6.5 on voit que le fluide “revient en arrière” créant des zones où trois
couches se superposent.
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Chapitre 7

Équation de Reynolds compressible

Comme décrit dans l’introduction de ce document, l’équation de Reynolds (voir l’équation (15)) décrit la pres-
sion d’un fluide dans des mécanismes lubrifiés. En pratique, cette équation est très utilisée avec des fluides
qui sont compressibles. Or pour obtenir l’équation de Reynolds (15) le point de départ est le système des
équations de Navier-Stokes incompressible. Bien entendu, il est possibled’obtenir une équation de Reynolds
dite compressible en partant des équations de Navier-Stokes compressible. Ces équations sont souvent uti-
lisées, par exemple concernant les problèmes liés aux lecteurs de disquesdurs magnétiques ainsi qu’aux
bandes magnétiques : un très mince film d’air se situe entre la tête de lecture et lesupport, voir [CJBK91]
ou plus généralement les références de [GIM05, GM01]. La justificationmathématique de cette équation de
Reynolds compressible n’a été prouvée que très récemment (voir les travaux de E. Marusic-Paloka et M.
Starcevic [EM05] et [EM09]) et uniquement dans le cas des gaz parfaits. L’une des raisons principales de ce
manque de résultats mathématiques provient sans aucun doute de la difficulté intrinsèque liée aux équations
de Navier-Stokes compressible.
En 2003, Benoît Desjardins et Didier Bresch ont fait une avancée significative dans la compréhension de
ces équations de Navier-Stokes compressible (voir [BD03]). Ils ont “découvert” une nouvelle estimation qui,
sous une hypothèse sur les coefficients de Lamé (qui de manière générale dépendent de la densité), permet
d’avoir des informations essentielles et de justifier de nombreux résultats d’existence (voir aussi leur travaux
suivants : [BD06a, BD06b, BD07]). A la suite de leurs travaux, nous avons justifié que l’équation de Reynolds
compressible est effectivement une approximation des équations de Navier-Stokes compressible, et ce dans
un cadre plus général que celui des gaz parfaits.
Ce travail, dont nous rappelons les grandes lignes ici, est détaillé dans [20].

7.1 Équations de Navier-Stokes compressible à viscosités variables

Dans cette première partie, on présente succinctement quels sont les ingrédients qui permettent de prouver
l’existence d’une solution faible aux équations de Navier-Stokes compressible avec conditions de Dirichlet
non homogènes. Ces équations s’écrivent (voir le système (4))

{
∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u) + ∇p(ρ) = div(2µ(ρ)D(u)) + ∇(λ(ρ)div(u)) − r0ρ|u|u.
(7.1)

Pour fermer ce système, on donne les coefficients de Laméλ et µ ainsi que la pressionp en fonction de la
densitéρ. De très nombreux travaux traitent du cas où les coefficients de Lamé sontindépendants de la densité,
voir par exemple [Lio93, Lio98]. Dans leurs travaux, B. Desjardins et D. Bresch se sont penchés sur le cas où
les coefficients de Lamé ne sont pas nécessairement constants. La nouvelle entropie qu’ils ont mis en avant
nécessite tout de même la relation suivante entre les deux coefficients de Lamé:

∀s > 0 λ(s) = 2(sµ′(s) − µ(s)). (7.2)
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7.1.1 La BD entropie

Sous des hypothèses de bornes sur les fonctionsλ, µ et p, et sous cette hypothèse (7.2), B. Desjardins et
D. Bresch ont démontré qu’il existait une solution (faible) aux équations (7.1) dès qu’on se donne une condi-
tion initiale. La clef de leur démonstration réside dans l’estimation de la “vitesse”U = 2µ′(ρ)∇ (ln(ρ)).
Voici comment on obtient cette nouvelle estimation.
On multiplie tout d’abord l’équation de conservation de la masse (première équation du système (7.1)) par la
quantitéϕ′(ρ) = µ′(ρ)

ρ :

∂tϕ(ρ) + u · ∇ϕ(ρ) + µ′(ρ)div(u) = 0.

Ensuite on dérive par rapport aux variables d’espace :

∂t∇ϕ(ρ) + (u · ∇)∇ϕ(ρ) + ∇u : ∇ϕ(ρ) + ∇(µ′(ρ)div(u)) = 0.

En multipliant le résultat obtenu par2ρ on en déduit, en notantU = 2∇ϕ(ρ) et en utilisant à nouveau la
conservation de la masse, que

∂t(ρU) + div(ρu ⊗ U) + 2∇u : ∇µ(ρ) + 2ρ∇
(
µ′(ρ)div(u)

)
= 0. (7.3)

On ré-écrit les deux derniers termes comme

2∇u : ∇µ(ρ) = div
(
2µ(ρ)∇u

)
− 2µ(ρ)∇(div(u))

= div
(
2µ(ρ)D(u)

)
+ div

(
2µ(ρ)A(u)

)
−∇

(
2µ(ρ)div(u)

)
+ 2∇µ(ρ)div(u),

2ρ∇
(
µ′(ρ)div(u)

)
= ∇

(
2ρµ′(ρ)div(u)

)
− 2∇µ(ρ)div(u),

où D et A correspondent respectivement aux parties symétrique et antisymétriquedu gradient. Enfin, en
sommant la relation (7.3) avec l’équation de conservation du moment (seconde équation du système (7.1)) il
vient

∂t(ρ(u + U)) + div(ρu ⊗ (u + U)) + ∇p(ρ) = div(2µ(ρ)A(u)) − r0ρ|u|u
+ ∇

(
(2ρµ′(ρ) − 2µ(ρ) − λ(ρ))div(u)

)
.

C’est alors qu’on utilise l’hypothèse (7.2) pour en déduire

∂t(ρ(u + U)) + div(ρu ⊗ (u + U)) + ∇p(ρ) = div(2µ(ρ)A(u)) − r0ρ|u|u.

L’estimation classique que l’on peut faire à partir de cette relation (en la testant contre la “vitesse”u + U)
s’écrit sous la forme

d

dt

∫

Ω

(
ρ
|u + U|2

2
+Q(ρ)

)
+

∫

Ω
2µ(ρ)|A(u)|2 +

∫

Ω
∇P (ρ) · ∇ϕ(ρ) + r0

∫

Ω
ρ|u|3 = −r0

∫

Ω
ρ|u|u · U.

Dans cette relation, c’est le terme
∫
Ω ∇P (ρ)·∇ϕ(ρ) qui contient en fait plein d’informations, sous l’hypothèse

que la pression puisse se décomposer en la somme

p(ρ) = ph(ρ) + pc(ρ), (7.4)

la pressionpc(ρ) (appelée pression froide) explosant comme une puissance deρ pour ρ petit et la pres-
sionph(ρ) se comportant comme une pression “standard” (par exemple commeργ , γ > 1). Les hypothèses
précises sont données dans les articles précités de D. Bresch et B. Desjardins. Moralement, sous l’hypothèse
de l’existence d’une pression froide, le terme

∫
Ω ∇P (ρ) · ∇ϕ(ρ) peut être minoré de la façon suivante :

∫

Ω
∇p · ∇ϕ(ρ) &

∫

Ω

∣∣∇
(
ρM
) ∣∣2 +

∫

Ω

∣∣∇
(
ρN
) ∣∣2,

oùM < 0 et oùN > 0. Autrement dit, ce terme permet de contrôler à la foisρ et1/ρ.
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7.1.2 Généralisation aux domaines bornés

La démonstration de Didier Bresch et Benoît Desjardins est faite dans le cas où le domaineΩ sur lequel sont
posées les équations est soit l’espace tout entier :Ω = R

d, soit un domaine périodique :Ω = T
d. Ainsi, aucune

condition au bord n’est nécessaire, en particulier pour justifier toute intégration par parties éventuelle. Plus
récemment, ils ont, avec David Gérard-Varet, montré que leur résultat était encore valable dans un domaine
borné. Les conditions au bord qu’ils ont considérées sur le champ de vitesseu sont soit une condition de
Dirichlet homogène, soit une condition de Navier. De plus leur résultat impose que la densité soitconstante
sur chaque composante connexe du bord.
En vue des applications à la lubrification (où une des parois est généralement en mouvement) nous avons
adapté leur démonstration dans le cas de conditions au bord de Dirichletnon homogènes. La principale dif-
ficulté étant donc de contrôler les termes de bords apparaissant lors desintégrations par partie. La méthode
classique dans ce type de problème est d’utiliser un relèvementũ de la vitesse pour se ramener à un problème
avec une condition de Dirichlet homogène mais contenant un terme source. La première difficulté rencontré
est la suivante : si on ajoute un terme source dans l’équation de conservation de la masse alors la méthode
d’obtention de l’entropie BD, voir les arguments développés dans la partie 7.1.1, devient caduque ! On a donc
choisi de ne pas faire de relèvement (et donc de travailler avec la vitessephysiqueu) mais de tester l’équation
de conservation de la quantité de mouvement contreu − ũ (ce qui permettra de justifier toutes les intégra-
tions par parties sans faire apparaître de terme de bord). Bien entendu, par rapport aux estimations obtenues
dans [BDGV07] de nombreux termes apparaissent. Notons par exemple que le terme

Υ =

∫

Ω
div(ρu ⊗ u) · ũ (7.5)

devient après intégration par parties1

Υ = −
∫

Ω
(ρu ⊗ u) : ∇ũ,

puis est majoré par

Υ ≤ |∇ũ|L∞(Ω)

∫

Ω
ρ|u|2.

Ce terme sera lui-même contrôlé (à l’aide du lemme de Gronwall) par le terme

1

2

d

dt

(∫

Ω
ρ|u|2

)
,

qui est issu du produit∂t(ρu) · u.

7.2 Solution stationnaire aux équations de Navier-Stokes compressible

Dans cette partie, on décrit brièvement comment est prouvée dans [20] l’existence d’une solution stationnaire
aux équations de Navier-Stokes compressible avec conditions de Dirichletnon homogènes.
Rappelons que des résultats sur l’existence de solution stationnaire aux équations de Navier-Stokes compres-
sible sont déjà connus, dans le cas où les coefficients de Lamé sont constants, voir par exemple l’ouvrage
de P.-L. Lions [Lio98]. La méthode employée dans [Lio98] consiste à remplacer les termes temporels∂tρ
et∂t(ρu) par les termesαρ etαρu. L’idée étant ensuite de passer à la limite lorsqueα tend vers0.
Malheureusement, cette méthode ne s’applique pas directement ici puisqu’en modifiant l’équation de conser-
vation de la masse, on ne peut plus (on n’a pas su !) utiliser la méthode de BD entropie présentée dans la
partie 7.1.1.

1 Oublions les termes de bord, ils sont compensés par ceux issus de−
R

Ω
div(ρu ⊗ u) · u.
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Le principe de notre preuve reste de s’appuyer sur les estimations faites dans le cas non stationnaire, en
essayant de les refaire sans utiliser les termes∂tρ et ∂t(ρu). On s’aperçoit rapidement que la seule véritable
utilisation des termes∂tρ et∂t(ρu) est liée à l’utilisation du lemme de Gronwall. En particulier, l’estimation
BD et le travail fait autour de l’équation de conservation de la masse (voir lapartie 7.1.1) est toujours valide
sans le terme∂tρ. Un des exemples d’utilisation du lemme de Gronwall dans les travaux antérieurs est celui
donné plus haut dans l’estimation du termeΥ, voir (7.5). Le résultat qu’on prouve nécessite donc d’introduire
des termes de frottement (notésr0|u|u dans les équations de Navier-Stokes (7.1)). Ces frottements fournissent
une estimation supplémentaire : on contrôler0

∫
Ω ρ|u|3, et le termeΥ peut être contrôlévia l’inégalité de

Young par

Υ ≤ r0
2

∫

Ω
ρ|u|3 +

C

r0
|∇ũ|3L∞(Ω)

∫

Ω
ρ.

A l’image de l’estimation de ce terme, on obtient les mêmes résultats que dans le cas non stationnaire, quitte
à supposer que le frottement est non nul (r0 > 0).

7.3 Justification de l’équation de Reynolds compressible

On indique dans cette partie les arguments permettant de justifier que lorsque lahauteur du domaine tend vers
zéro, les solutions des équations de Navier-Stokes compressible (cas stationnaire ou évolutif) admettent une
limite. La pression obtenue à la limite satisfait l’équation de Reynolds compressible.
A notre connaissance, les seules références traitant de ce type de problème sont les travaux de E. Marusic-
Paloka et M. Starcevic dans [EM05, EM09]. Dans ces deux articles, ils justifient l’équation de Reynolds
compressible comme “limite faible épaisseur” des équations de Stokes pour un gaz parfait. Dans leur modèle,
p(ρ) est donc proportionnel àρ, les viscosités sont constantes et ils ne tiennent pas compte des termes d’inertie
u · ∇u, ce qui rend leur système initial presque linéaire. Pour ces raisons, leurméthode ne s’adapte pas du
tout au cas du résultat que nous avons montré dans [20].
Voici en quelques lignes la façon dont nous avons procédé. De manièrerelativement classique (voir la par-
tie D.1 page 10), on adimensionne les équations en faisant apparaître les deux grandeurs caractéristiques du
domaine :ε pour la hauteur et1 pour la longueur. Le système de Navier-Stokes compressible (7.1) s’écrit alors





∂x(ρεuε) + ∂z(ρεwε) = 0,

ρεuε∂xuε + ρεwε∂zuε = 2∂x(µ(ρε)∂xuε) +
1

ε2
∂z

(
µ(ρε)∂zuε

)
+ ∂z

(
µ(ρε)∂xwε

)

+ ∂x
(
λ(ρε)(∂xuε + ∂zwε)

)
− 1

ε2
∂xP (ρε) − r0ρε(u

2
ε + ε2w2

ε)
a
2 uε,

ρεuε∂x(εwε) + ρεwε∂z(εwε) =
1

ε
∂x
(
µ(ρε)∂zuε

)
+ ε∂x

(
µ(ρε)∂xwε

)
+

2

ε
∂z
(
µ(ρε)∂zwε

)

+
1

ε
∂z
(
λ(ρε)(∂xuε + ∂zwε)

)
− 1

ε3
∂zP (ρε) − εr0ρε(u

2
ε + ε2w2

ε)
a
2wε.

(7.6)

En gras, nous avons indiqué les termes qui, formellement, sont prédominantsdans chaque équation lorsqueε
tend vers0.
Le résultat de la partie précédente2 affirme que pour toutε > 0 il existe une solution à ce système. Le but de
cette partie est d’obtenir des estimations indépendantes deε pour être capable de passer à la limiteε→ 0 dans
les équations et montrer ainsi rigoureusement que les termes obtenus à la limite sont uniquement les termes
notés en gras.

2 Plus exactement le résultat précédent couplé avec ceux correspondant au cas périodique (voir [BD07]) puisque le domaineΩ
considéré ici est borné dans une direction et périodique dans l’autre direction.
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En pratique, il “suffit” de refaire les estimations des parties précédentes en suivant de près toutes les dépen-
dances par rapport àε. On en déduit des estimations des vitessesu etw, ainsi que de la densitéρ en fonc-
tion deε. Des propriétés de compacité (utilisant essentiellement des résultats du type “injection deH1(Ω)
dansL2(Ω) est compacte”) permettent de passer à la limite dans tous les termes du système (7.6).
Au final, les limites respectivesρ etu deρε etuε vérifient





∂x

(∫ h

0
ρu
)

= 0,

∂z
(
µ(ρ)∂zu

)
− ∂xP (ρ) = 0,

∂zP (ρ) = 0.

(7.7)

Lorsque la loi de pression est monotone, on peut ré-écrire ce système en découplant la vitesseu de la pressionp
(exactement comme on le fait pour obtenir l’équation de Reynolds dans le casincompressible). On obtient
l’équation de Reynolds compressible suivante (en tenant compte des conditions au bord pour la vitesseu, voir
par exemple les conditions aux limites données pour l’équation de Reynolds à lapage 12) :

∂x

(h3

12

ρP ′(ρ)
µ(ρ)

∂xρ
)

= ∂x

(h
2
ρ s
)
.

Il est intéressant de noter que pour une telle équation de Reynolds généralisée, le principe du maximum est
valide (voir par exemple [GIM05]). Par conséquent, pour des conditions au bord physiquement réalistes, il
existe une constanteρmin > 0 telle que la solutionρ de l’équation de Reynolds (7.7) satisfasseρ ≥ ρmin. On
déduit que pourε assez petit, on aρε ≥ ρmin

2 > 0, ce qui implique que les hypothèses (7.4) faisant intervenir
la pression froide sont inutiles.
On notera aussi qu’à partir du système de Navier-Stokes compressible (non stationnaire) on peut obtenir et
justifier de la même façon l’équation de Reynolds compressible non stationnaire:

∂t(ρ h) + ∂x

(h3

12

ρP ′(ρ)
µ(ρ)

∂xρ
)

= ∂x

(h
2
ρ s
)
.
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Conclusion et perspectives

Le contexte général dans lequel se situent les travaux présentés dansce mémoire est celui des équations
aux dérivées partielles intervenant dans le domaine de la mécanique des fluides. L’analyse asymptotique est
au coeur de ces études au sens où dans la plupart des chapitres intervient un nombre réelε. Ce nombre se doit
d’être très petit... et tend même vers0 dans de très nombreux paragraphes.

Du point de vue de la modélisation, un tel petit nombre est généralement la conséquence d’un contraste entre
deux grandeurs physiques. Typiquement dans un roulement à billes l’épaisseur de la couche de fluide peut être
de l’ordre deℓ = 0.01mm alors que la taille de la bille vautL = 1cm. Le rapport (sans dimension)ℓ/L est un
bon candidat pourε... Un des points discuté dans ce mémoire concerne ces choix de grandeurscaractéristiques.
Ainsi, dans le chapitre 1, le modèle de Reynolds-Oldroyd est obtenu aprèsavoir judicieusement choisi les
ordres de grandeur des termes d’extra-contrainte. Généralement, ceschoix sont guidés par un certain équilibre
des termes les plus pertinents physiquement. Le chapitre 4 au sujet des modèles de Saint Venant est un exemple
frappant d’une telle étude de modélisation : de nombreux paramètres physiques sont en jeux (dans le cas du
chapitre 4 ces paramètres sont décrits par les quatre grandeurs sans dimension : le rapport des longueursε,
le nombre de ReynoldsRe, le nombre de FroudeFr et le nombre de WeberWe) et il faut trouver un cadre
physiquement réaliste dans lequel un modèle asymptotique peut être dérivé. Ces choix peuvent toujours être
discutés et proposent une alternative à d’autres modèles. Par exemple lemodèle diphasique à interface diffuse
dans un domaine mince (voir le chapitre 6) permet de comparer nos résultats avec ceux des modèles usuels
comme le modèle d’Elrod-Adams. De même, dans le chapitre 1 consacré aux écoulement non newtonien
de type Oldroyd, on a comparé nos résultats avec ceux de J. Tichy [Tic96] ou de H. Bellout et F. Talay
Akyildiz [BTA04] qui n’avaient pas effectué le même adimensionnement.

Même si mes travaux s’inscrivent clairement dans une thématique de mathématiques appliquées, de nombreux
détours m’ont conduit à analyser assez finement certaines équations aux dérivées partielles. D’un coté il faut
généralement justifier des passages à la limite(ε → 0) dans des équations aux dérivées partielles dont le
caractère bien posé pourε > 0 n’est pas toujours une mince affaire (voir par exemple le cas des fluides
compressibles abordé au chapitre 7 ou le cas du modèle d’Oldroyd discuté au chapitre 1). Ces passages à la
limite nécessitent d’utiliser des outils assez variés (techniques d’homogénéisation et méthodes de correcteurs
au chapitre 3, estimations d’énergie et études de couche limite aux chapitres 1et 2, etc). D’un autre coté les
problèmes limites obtenus (moralement lorsqueε = 0) sont généralement nouveaux et leur étude théorique
n’est pas toujours immédiate. En témoigne le chapitre 2 au cours duquel de nouveaux résultats au sujet de
l’équation de Fokker-Planck stationnaire en domaine borné ont été prouvés, répondant ainsi à des questions
beaucoup plus générales que celle abordées dans le contexte de ce mémoire.

Des validations numériques des résultats obtenus ont souvent été réalisées. Il semble essentiel de pouvoir, au
moins modestement, intégrer les équations étudiées au sein d’un code de calcul ou de pouvoir développer un
propre algorithme adapté au modèle. En général cette étape algorithmique estnon seulement intéressante du
point de vue numérique mais aussi très riche pour l’étude théorique et la compréhension des phénomènes (ma-
thématiques et physiques). Par exemple le schéma numérique mis en place pourl’étude du modèle Reynolds-
Oldroyd est très proche de la preuve de l’existence d’une solution au mêmemodèle. Dans ce même chapitre 1,
l’analyse de l’erreur est un “copier-coller” d’une estimation d’énergieque l’on peut faire dans le cas du modèle
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continu.

Ces trois points de vue (modélisation, théorique et numérique) donnent un bon aperçu des travaux que j’ai
effectué depuis 2004. La façon la plus naturelle de conclure ce mémoire est d’en donner quelques perspectives,
reprenant en partie certaines ouvertures évoquées au cours des chapitres précédents.

Mathématiques appliquées et applications des mathématiques

D’une manière générale les mathématiques appliquées se doivent d’être appliquées. Bien que j’ai déjà travaillé
en collaboration avec des “non mathématiciens”, certains de mes travaux peuvent être reformulés et retravaillés
afin de s’adapter à un public plus appliqué. Avec Guy Bayada et Sébastien Martin nous sommes actuellement
en train de reprendre les résultats concernant le modèle de Reynolds-Oldroyd (chapitre 1) afin de se placer dans
un cadre physique précis et réaliste. Les essais numériques pourrontalors montrer que nos résultats théoriques
peuvent se relire comme des résultats appliqués avec des “vraies” valeurs physiques. Naturellement, pour que
le dialogue s’installe facilement avec des mécaniciens, il faut pouvoir répondre à leurs attentes. En particulier,
il faut pouvoir réaliser des tests numériques relativement rapidement pour des jeux de données (données
initiales, conditions au bord, valeurs des coefficients) très variés. Il est donc important d’avoir un code de calcul
relativement bien structuré et documenté. Ce processus est assez général et la plupart des études asymptotiques
que j’ai menées pourraient être confrontées à la réalité. L’effort de se rapprocher des applications peut aussi
permettre d’avoir d’autres idées d’applications des modèles présentés dans ce mémoire. Ainsi, l’écoulement
sanguin ou la micro-fluidique sont clairement des domaines où des fluides généralement non newtoniens
s’écoulent dans des domaines minces...

Modéliser le phénomène de cavitation

Le chapitre 6 est essentiellement issu du travail de thèse de Bérénice Grecque j’ai co-encadré avec Guy
Bayada. Il consiste en une étude théorique et numérique d’un nouveaumodèle d’écoulement diphasique
dans un domaine mince. Depuis cette étude, de nombreuses questions s’enchaînent et la plupart d’entre-elles
tournent autour de la “cavitation”. Ce phénomène de création de bulles d’air lors des chutes de pression est
à l’origine de nombreux phénomènes physiques très répandus et généralement liés à l’usure des matériaux.
Il semble difficile à modéliser car aucun modèle actuel n’est pertinent. Cecien fait certainement un chal-
lenge très intéressant pour les prochaines années dans le milieu de la mécanique des fluides et des domaines
minces. Les premières idées sont de comparer le modèle Reynolds-Cahn-Hilliard (introduit au chapitre 6)
avec les autres modèles déjà connus (celui d’Elrod-Adams [Elr81, EA75] ou encore celui basé sur l’équation
de Buckley-Leverett [BMV06, Pao03]), puis ensuite de comprendre et de prendre en compte la physique qui
fait défaut à ces modèles.

Montrer que les fluides existeront toujours...

D’un point de vue plus théorique, de très nombreux problèmes restent non résolus actuellement. Sans parler
des problèmes liés aux équations de Navier-Stokes en dimension3, on peut mentionner le problème d’exis-
tence globale (même en dimension2) du modèle d’Oldroyd que j’ai présenté dans le chapitre 1, ou même du
modèle de FENE évoqué au chapitre 2. Ainsi dans le chapitre 2, j’ai montré que dans un certain régime (issu
de problématiques en domaine mince) la relation constitutive fournissant la rhéologie était bien posée : pour
chaque champ de vitesse on sait que la contrainte existe. Un nouveau pas dans la compréhension de ces mo-
dèles pour des temps longs serait de savoir s’il existe une solution stationnaire non triviale (c’est-à-dire pour
laquelle l’extra-contrainte a véritablement un rôle dans le mouvement : div(τ ) 6= 0) des équations complètes
du mouvement (équations (1), (2), (3), (9) et (10)).

Des rugosités plus rugueuses ?

Dans le chapitre 3 j’ai résumé les travaux correspondant aux références [10] et [18]. Ceux-ci s’intéressent à
la réponse d’un fluide selon la présence de rugosités au bord du domaine. Ces rugosités sont décrites dans les
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deux cas par une frontière périodique dont la fréquence et la périodesont d’ordreε2, alors que le domaine
fluide est d’épaisseurε.

- La première question naturelle est la suivante : que se passe-t-il lorsque la rugosité n’est plus décrite
par une fonction périodique ? Dans le cas d’un domaine fluide bidimensionnel de taille 1 et des rugosités
“aléatoires” de tailleε, des résultats récents ont été obtenu par David Gérard-Varet (voir par exemple [GV09]).
On peut imaginer prolonger ces résultats dans le cadre des films minces et endéduire les effets de la forme
des rugosités sur l’approximation obtenue lorsqueε tend vers0.

- La seconde question concerne le choix des ordres de grandeur pour le domaine et pour les rugosités. On
peut imaginer obtenir des résultats plus généraux pour des domaines d’épaisseurε mais avec des rugosités de
taille εa, a > 1. On notera simplement que dans le chapitre 3 de ce mémoire (partie 3.2), le choixa = 2 est
essentiel pour pouvoir fermer “simplement” le système sur les premiers profils. La raison semble purement
algébrique et on ne voit pas de formulation équivalente poura 6= 2.
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